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PRÉFACE. 


Ce  Livre  est  dédié  aux  amis  do  la  Géométrie. 

Pour  beaucoup  d'entre  eux,  simples  amateurs,  les  ingénieuses 
déductions  géométriques  sont  d'agréables  friandises  qu'ils  savourent 
sans  arrière-pensée,  sans  trop  s'inquiéter  de  quels  éléments  elles  ont 
pu  être  composées. 

D'autres  plus  méfiants,  les  «  critiques  »,  tiennent  à  savoir  «  ce 
qu'on  y  a  mis  »  ;  quelques-uns  de  ceux-ci,  les  «  puristes  »,  ne 
peuvent  tolérer  certains  ingrédients,  et  déclarent  «  cuisine  exé- 
crable »  toute  composition  où  ils  en  trouveraient  la  trace. 

Tout  en  nous  efforçant  de  plaire  à  la  première  catégorie  de  lec- 
teurs (et  ce  Livre  est  avant  tout  l'Ouvrage  d'un  amateur  s'adressant  à 
des  amateurs),  nous  nous  sommes  souciés  de  tenir  compte  des  rai- 
sonnables exigences  des  critiques  et  des  puristes,  sans  avoir  toute- 
fois la  prétention  de  leur  donner  pleine  satisfaction  :  un  puriste 
n'est  jamais  satisfait. 

Il  est  d'ailleurs  malaisé  de  déployer  une  rigueur  à  l'abri  de  toute 
critique  sans  courir  le  risque  de  devenir  fastidieux,  et  notre  désir 
serait  de  plaire  autant  que  de  convaincre.  (Cependant,  comme  ce 
Livre  doit  être  accessible  aux  élèves  des  lycées,  il  nous  arrivera 
souvent  «  d^appuyer  les  points  sur  les  i  »;  nous  souhaitons  d'ail- 
leurs que  cet  Ouvrage  puisse  être  lu  par  toute  personne  intelligente, 
même  étrangère  aux  mathématiques,  exercée  au  raisonnement,  et 
ayant  le  goût  des  abstractions.) 

Dans  les  auteurs  peu  nombreux  que  nous  avons  entre  les  mains, 
le  point  de  vue  critique  est  délaissé  (sauf  dans  les  fascicules  parus 
de  l'édition  française  de  Y  Encyclopédie  des  Sciences  mathéma- 
tiques). 

Nous  avons  tenu  à  montrer  que  les  bases  de  la  Géométrie  peuvent 
être  directement  rattachées  au  roc  fondamental  sur  lequel  doit  désor- 
mais s'édifier  toute  construction  de  pure  mathématique. 
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(C'est  ce  but  qui  justifie  notre  Chapitre  préliminaire,  où  les  élé- 
ments de  l'Arithmétique  sont  exposés  au  point  de  vue  ordinal.  ) 

En  Géométrie  pure^  ou  abstraite^  on  considère  des  éléments 
fondamentaux  d^ espèces  diverses  (points,  droites,  plans,  etc.) 
entre  lesquels  peuvent  exister  des  relations  transitives^  dites  de 
superposition^  et  qui  satisfont  à  des  hypothèses  fondamentales  dites 
de  superposition  (ou  à^appai  tenance)^  exposées  au  début  du 
Chapitre  I. 

Ces  hypothèses  et  deux  postulats  (postulat  de  Pappus  et  postulat 
de  la  disposition  polygonale  à  caractère  projectif  de  Vensemble 
des  points  dune  droite)  suffisent  au  développement  de  la  théorie. 

Les  postulats  de  continuité  [d^Archimède  et  de  Cantor)  per- 
mettent Tapplication  des  classes  fondamentales  à  n  dimensions  sur 
le  continuum  analytique  à  n  dimensions^  et  dès  lors  toute  question 
de  Géométrie  peut  se  traiter  par  le  calcul. 

Mais  nous  éviterons  en  général  l'intrusion  des  procédés  analy- 
tiques. (Il  n'est  nullement  question,  bien  entendu,  de  proscrire 
systématiquement  de  la  Géométrie  ce  précieux  instrument  d'investi- 
gation et  de  contrôle;  mais  une  fois  l'édifice  achevé,  il  est  préfé- 
rable, s'il  se  peut,  de  faire  disparaître  les  échafaudages  auxiliaires 
qui  en  déparent  l'architecture.) 

Observons  à  ce  sujet  qu'r/w  point  de  vue  critique^  l'introduction 
de  l'Analyse  dans  la  Géométrie,  telle  qu^elle  se  fait  souvent  d^ ordi- 
naire^ laisse  fort  à  désirer,  puisque  les  notions  d'angle^  de  dis- 
tance et  autres  analogues  sont  habituellement  considérées  comme 
primordiales  et  résultant  d'une  intuition  directe. 

Ces  notions  ne  seront  pour  nous  que  les  caractères  abstraits  de 
classes  d'éléments  liés  par  une  même  relation  équivalentaire.  (  Voir 
Chapitre  préliminaire,  §  I,  3.) 

Au  point  de  vue  moderne,  ce  ne  sont  point  des  notions  acquises 
par  expérience,  ou  supposées  provenir  d'une  intuition  directe,  qui 
constituent  l'objet  essentiel  des  spéculations  mathématiques  :  ce  sont 
les  caractères  abstraits  de  ces  notions,  et  c'est  eux  qu'il  faut  tout 
d'abord  dégager. 

A  ce  point  de  vue,  la  Science  mathématique  se  réduirait  à  une 
branche  de  la  Métaphysique;  son  domaine  serait  le  domaine  de 
1  abstrait^  ou  tout  au  moins  la  région  de  ce  domaine  qui  n'est  pas 
interdite  à  la  faiblesse  de  nos  facultés. 
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D'ailleurs,  une  fois  bien  spécifié  le  caractère  abstrait  des  notions 
géométriques^  on  pourra  restituer  aux  éléments  géométriques  leur 
caractère  intuitifs  précieux  «  pour  soutenir  V entendement  )>, 
suivant  une  expression  de  Poincaré,  et  qui  constitue  l'un  des  charmes 
propres  de  la  Géométrie. 

Nous  ne  donnerons  en  général  aucune  référence,  n'ayant  entre  les 
mains  que  les  Ouvrages  de  Darboux  [Classe  remarquable  de 
courbes  et  de  surfaces^^  de  Dumont  [Surfaces  cubiques)^  de 
Duporcq  [Géométrie  moderne)^  et  les  fascicules  parus  dans  l'édi- 
tion française  de  V E ncyclopédie  des  Sciences  mathématiques. 

Nous  ne  revendiquons  ni  démonstration,  ni  mode  d'exposition 
nous  appartenant  en  propre,  ces  matières  ayant  été  déjà  l'objet  des 
méditations  de  tant  d'auteurs,  qu'une  démonstration  que  l'on  croit 
nouvelle  peut  bien  avoir  été  déjà  trouvée. 

Nous  nous  contenterons  donc  de  laisser  aux  personnes  versées 
dans  ces  questions  le  soin  de  rendre  à  chacun  son  dû. 

Emile  Bally. 
Habitation  Depuz,  iMorne-lioiige  (Martinique). 


P. -S.  —  Les  tarifs  actuels  d'impression  ne  nous  permettant  pas 
de  poursuivre  immédiatement  la  publication  de  cet  Ouvrage,  nous 
avons  ajouté  à  ce  fascicule,  qui  ne  devait  comprendre  que  le  Cha- 
pitre préliminaire  et  le  Chapitre  I,  trois  Chapitres  (XII,  XIII,  XIV), 
consacrés  à  l'hexangle  pascalien. 

L'importance  historique  de  la  question,  à  laquelle  sont  attachés 
les  noms  de  grands  géomètres  [Steiner ^  Pliicker,  Cayley^ 
Salmon,  Véronèse^  d'après  \  Encyclopédie  des  Sciences  mathé- 
matiques)^ l'intrinsèque  beauté  de  la  configuration  pascalienne,  le 
curieux  enchaînement  et  la  remarquable  simplicité  des  démonstra- 
tions font  de  ce  sujet  Fun  des  plus  intéressants  qui  soient  en  Géo- 
métrie de  position. 

Cette  partie  de  notre  Ouvrage  est  d'ailleurs  celle  qui  nous  semblait 
avoir  le  plus  de  chances  de  comporter  de  Tinédit  (nous  ne  pouvons 
là-dessus  être  très  affirmatif,  ne  connaissant  du  sujet  que  les  quelques 
pages  qui  y  sont  consacrées  dans  V Encyclopédie  des  Sciences 
mathématiques). 
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La  plupart  des  propriétés  établies  découlent  d'une  notation  simple 
et  particulièrement  appropriée,  qui  permet  de  discerner  les  uns  des 
autres  les  60  hexagones  du  même  hexangle. 

Le  Chapitre  XII  a  pour  objet  l'étude  de  l'hexangle  général  et 
l'exposé  de  la  notation  précédente  ;  les  Chapitres  Xlll  et  XIV  sont 
consacrés  à  l'hexangle  pascalien. 

La  lecture  de  ces  Chapitres  n'exige  nulle  autre  connaissance  que 
celle  du  théorème  fondamental  de  Desargues  (triangles  homolo- 
giques),  et  tout  ce  qui  aurait  trait  à  des  notions  non  présentées  au 
Chapitre  I  se  trouve  renvoyé  en  notes  à  la  fin  de  l'Ouvrage. 

Nous  pensons  que  cette  partie  intéressera  les  amateurs  de  Géo- 
métrie, qui  y  trouveront  des  démonstrations  el  propriéiés  peut-être 
inédiles. 

L'Ouvrage  se  termine  par  quelques  corrections  et  additions  à  notre 
précédent  Volume  sur  les  Quartiques  de  troisième  classe. 
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ARITHMÉTIQUE  ORDINALE. 


I.  —  Généralités. 

1.  Knsembles-unitc,  couples.  —  2.  Application  simple,  et  équivalence  cardinale. 
—  3.  Relation  équivaleutairc.  —  'i.  Puissance,  ou  caractère  cardinal,  nombre  cai- 
dinal.  —  5.  Application  exacte,  et  correspondance  biunivoque  et  réciproque.  — 
i).  Remarques. 

1.  Etant  admises  les  notions  d^ élément  unique^  d^ éléments  dis- 
tincts^ d^ ensemble  d^ éléments  distincts^  les  ensembles  les  plus 
simples  qui  s'offrent  à  notre  conception  sont  : 

Les  ensembles  de  puissance  un  (puissance  représentée  par  le 
symbole^  ou  nombre  cardinal  i),  dénommés  ensembles-unité 
(notion  de  Félément  unique); 

Les  ensembles  de  puissance  deux  (puissance  représentée  par  le 
symbole  ou  nombre  cardinal  2),  dénommés  paires^  ou  couples^ 
contenant  un  élément  et  un  autre,  distinct  de  celui-ci. 

2.  La  notion  de  caractère  cardinal^  ou  de  puissance^  d'un 
ensemble  d'éléments  distincts,  résulte  des  considérations  suivantes  : 

Un  ensemble  A  est  dit  abstraitement  et  simplement  applicable 
sur  un  ensemble  B,  si  tout  élément  de  A  détermine  (')  dans  B  un 

(')  II  faut  entendre  par  là  la  possibilité  d'associer  mentalement  à  tout  élément 
de  A  un  élément  de  B;  nous  dirons,  pour  faire  image,  que  l'élément  de  A  recouvre 
l'élément  associé  de  B. 
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élément  unique^  un  couple  d'éléments  distincts  de  A  déterminant 
un  couple  d'éléments  distincts  de  B. 

Cette  relation  de  A  à  B  s'exprimera  ])ar  récriture  :  A^B 
(K  applicable  sur  B).  Si  A-^B,  et  B^^C,  il  en  résulte  A-^C. 

Les  ensembles  A  et  B  sont  dits  cardinalement  équivalents  si 
chacun  d'eux  est  applicable  sur  l'autre,  c'est-à-dire  si  A  ^B  et  B->A, 
ce  que  représente  l'écriture  plus  condensée  A^ — >^{A.équivalent  à^)^ 
où  l'on  peut  permuter  les  ternies  A  et  B.  De  même  que  précédem- 
ment, si  A  < — ^  B  et  B  < — y  G,  il  en  résulte  A  ^ — ^  C. 

3.  Le  symbole  < — y  de  l'équivalence  cardinale  est  un  symbole  de 
relation  équivalent  aire. 

Une  relation  d'un  objet  A  à  un  objet  B  de  notre  conception  est 
l'expression  d'un  certain  caractère  résultant  pour  l'objet  A  de  sa 
comparaison  à  l'objet  B.  Si  cette  relation  imprime  à  Fobjet  B  le 
même  caractère.,  par  sa  comparaison  à  Fobjet  A,  elle  sera  dite 
symétrique.  (Ex.  :  droites  sécantes^  droites  perpendiculaires.)- 

Si  une  relation  de  A  à  B  s'étend  également  à  partir  de  A  à  tout 

objet  X  (distinct  de  B)  auquel  elle  s'applique  à  partir  de  B,  elle 

sera  dite  transitive,    (Ex.    :   relation  exprimée  par   le    symbole   -> 

introduit  ci-dessus;  relations  exprimées  par  les  symboles  -<,  ou  >>, 

dans  la  théorie  des  ensembles  simplement  ordonnés.) 

Une  relation  équivalentaire  est  une  relation  à  la  fois  symétrique 
et  transitive. 

Nous  dirons  que  des  objets,  liés  chacun  à  l'autre  par  une  même 
relation  équivalentaire,  ont  un  caractère  abstrait  commun^  qui, 
dans  chaque  cas  particulier,  recevra  une  dénomination  particulière. 
(Ex.  :  caractère  abstrait  de  droites  parallèles  :  leur  direction  ;  carac- 
tère abstrait  de  figures  superposables  par  un  déplacement  euclidien  : 
leur  étendue.) 

4.  Le  caractère  abstrait  commun  aux  ensembles  cardinalement 
équivalents  à  l'un  d'eux,  et  par  suite  chacun  à  chaque  autre,  s'appelle 
leur  puissance;  elle  se  représente  par  un  symbole  appelé  nombre 
cardinal.  C'est  la  définition  même  de  Russell  : 

«  Uji  nombre  cardinal  est  un  symbole  qui  représente  une  classe 
d' ensembles  cardinalement  équivalents.  » 
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5.  Si  clans  une  application  simple  d'un  ensemble  A  sur  un  autre  B, 
tout  élément  de  B  est  recouvert  par  un  élément  de  A,  l'applica- 
tion sera  dite  exacte.  On  peut  alors  établir  aussi  une  application 
exacte  de  B  sur  A,  en  déterminant  chaque  élément  de  A  par  l'élé- 
ment de  B  que  celui-là  déterminail  dans  la  première  application. 

Le  couple  de  ces  applications  exactes  inverses  s'appelle  une  corres- 
pondance biunivoque  et  réciproque^  ou  correspondance  (i,i)  . 

Si  l'on  appelle  «  partie  »  d'un  ensemble  A,  un  ensemble  X  tel 
que  A  contienne  tout  élément  de  X,  et  renferme  en  outre  un  ou  des 
éléments  n'appartenant  pas  à  X,  la  condition  requise  pour  l'équiva- 
lence cardinale  de  deux  ensembles  peut  s'énoncer  ainsi  :  Chaque 
ensemble  doit  être  en  correspondance  biunivoque  et  réciproque 
avec  une  partie  de  Vautre  (qui  est  la  partie  recouverte  dans  l'appli- 
cation). 

On  montrera  d'ailleurs  plus  loin  (§  III,  5)  que  si  deux  ensembles 
sont  applicables  chacun  sur  l'autre,  il  est  possible  de  concevoir 
entre  eux  une  correspondance  biunivoque  et  réciproque. 

6.  Remarque  I.  —  D'une  application  d'un  ensemble  A  sur  un 
ensemble  B,  on  peut  déduire  une  autre  application,  ou  un  élément 
arbitraire  a  de  A  recouvre  un  élément  arbitraire  b  de  B. 

En  effet,  si  l'élément  b  n'est  pas  recouvert  dans  l'application 
donnée,  il  suffît  de  découvrir  l'élément  de  B  recouvert  par  a,  et 
d'appliquer  a  sur  b.  Si  b  est  recouvert  par  a',  et  si  a  recouvre  b\  il 
suffit  d'appliquer  a  sur  b'  (ou  bur  un  élément  non  recouvert  de  B) 
et  a  sur  6,  sans  rien  changer  au  reste. 

Remarque  II.  —  Si  A  est  applicable  sur  B,  toute  partie  de  A  est 
aussi  applicable  sur  B. 

II. 

t.   Couples  ordonnés.  —  2.  Ensembles  simplement  ordonnés. 

1.  Les  éléments  d'un  couple  peuvent  être  différenciés^  par 
exemple,  par  leurs  dénominations.  Le  couple  devient  alors  un 
couple  ordonné. 

En  général,  pour  ordonner  semblablement  des  couples  arbi- 
traires, on  rapportera  terme  à  terme  les  éléments  de  chacun  d'eux  à 
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ceux  d'un  même  couple  abstrait  fondamental^  dont  les  éléments 
sont  différenciés  en  un  antérieur  et  \\\\  postéiieur. 

L'élément  appliqué  sur  l'antérieur  sera  dit  antérieur  à.  l'autre, 
lequel  lui  sera  postérieur  ;  a  étant  antérieur  à  b^  on  écrit  a<Cb, 
ou  b^a.  (Il  faut  lire  «  antérieur  à  »,  «  postérieur  à  »,  et  non 
«  plus  petit  que  »,  ou  «  plus  grand  que  »,  et  n'attacher  d'ailleurs  à 
ces  termes  d'autre  sens  que  celui  de  «  dénominations  distinctes 
servant  à  différencier  les  éléments  d^un  couple  ».) 

2.  Un  ensemble  est  simplement  ordonné^  s'il  satisfait  aux  deux 
conditions  suivantes  : 

i"  Tous  ses  couples  d'éléments  sont  semblablement  ordonnés, 
c'est-à-dire  sont  rapportés  au  même  couple  fondamental  abstrait 
{antérieur-postérieur), 

2°  Si  une  paire  de  couples  (a,  b)^  (b,  c)  de  l'ensemble  ont  un  élé- 
ment commun  6,  se  comportant  diff'éremment  dans  les  applications 
de  chacun  de  ces  couples  sur  le  fondamental  (c'est-à-dire,  par 
exemple,  b  postérieur  à  «,  mais  antérieur  à  c),  le  couple  (a,  c)  des 
éléments  non  communs  doit  s'appliquer  sur  le  fondamental  de  telle 
sorte  que  chacun  de  ses  éléments  j  soit  rapporté  de  la  même 
manière  quUl  Vêtait  dans  celui  des  couples  (de  la  paire  envisagée  ) 
où  il  figure. 

Autrement  dit,  les  conditions  a  <C  b,  b  <ic,  entraînent  a  <^  c. 
Ou  encore  :  les  relations  de  différenciation  données  entre  les  élé- 
ments de  tous  les  couples  de  l'ensemble  sont  transitives. 

III.  —  Chaînes  discrètes. 

1.  Cliaines  discrètes  simples.  —  2.  Propriété  fondamenlale.  —  3.  Numérotage  d'en- 
sembles applicables  sur  la  suite  fondamentale,  —  4.  Invariance  du  nombre.  —  Cor- 
rer-pondance  biiinivoque  et  réciproque  de  deux  ensembles  applicables  chacun  sui- 
l'autre. 

1.  Dans  un  ensemble  simplement  ordonné,  soit  un  couple  (a,  b), 
où  a  est  l'antérieur  et  b  le  postérieur;  s'il  n'y  a  pas  d'élément  x  dis-, 
linct  de  a  et  de  b  qui  soit  postérieur  à  a  et  antérieur  à  6,  l'élément  a 
est  dit  l'antérieur  immédiat  ou  Vantécédent  de  6,  lequel  est  le  posté- 
rieur immédiat,  ou  le  consécutif  àe  a. 
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S'il  y  a  un  élément  A  antérieur  à  tout  autre,  ce  sera  V extrémité 
iniliitle  de  l'ensemble;  s'il  y  a  un  élément  B  postérieur  à  tout  autre, 
ce  sera  V cxtrt'niih'  finale. 

Si  tout  élément  (sauf  l'extrémité  initiale,  lorsqu'elle  existe)  est 
poui  vu  d'un  antécédent  et  aussi  (sauf  l'extrémité  finale,  lorsqu'elle 
existe)  d'un  consécutif,  on  dit  que  l'ensemble  est  ordonné  en  cJiaine 
discrète^  à  une^  deux  extrémités  ou  sans  extrémités. 

Les  chaînes  discrètes  à  une  seule  extrémité  s'appelleront  :  suites 
discrètes  (  ascendantes  ou  descendantes^  suivant  que  l'extrémité  est 
initiale  ou  finale).  Les  chaînes  discrètes  sans  extrémités  s'appelleront  : 
échelles  discrètes^ 

Nous  appellerons  :  chaînes  discrètes  simples.^  celles  pour  lesquelles 
on  admet  la  possibilité  d'atteindre  tout  élément  arbitrairement  donné 
par  le  passage  successif  d'un  élément  à  son  consécutif,  à  partir  d'un 
élément  antérieur  arbitraire,  et  d'un  élément  à  son  antécédent  à  partir 
d'un  élément  postérieur  arbitraire. 

Il  est  aisé  d'éliminer  la  notion  concrète  de  temps ^  que  semble 
impliquer  la  locution  de /?a.Ç5a«<?  successif .,  employée  ici  uniquement 
pour  faire  image,  en  énonçant  ainsi  la  condition  de  simplicité  : 

Si  l'on  considère  une  partie  de  la  chaîne,  constituée  par  deux  élé- 
ments arbitraires  «,  b  (a  <^  b)  et  tous  les  éléments  intermédiaires 
(postérieurs  à  a  et  antérieurs  à  6),  nulle  application  de  cette  partie 
sur  elle-même^  satisfaisant  à  ces  deux  seules  conditions  :  i"  que 
l'élément  initial  a  recouvre  son  consécutif;  2"  que  tout  élément 
recouvert  par  son  antécédent  recouvre  lui-même  son  consécutif  (sauf 
l'élément  final  Z>,  qui,  s'il  est  recouvert  par  son  antécédent,  viendra 
recouvrir  l'élément  initial  a),  Jie  peut  laisser  inaltéré  aucun  élé- 
ment de  cette  partie.  (Une  telle  application  satisfaisant  à  ces  deux 
conditions  doit  donc  être  unicjue.) 

Une  chaîne  discrète  n'est  pas  nécessairement  simple. 

Soient  en  effet  deux  chaînes  simples  sans  élément  commun,  l'une 
sans  extrémité  finale  (suite  ascendante),  l'autre  sans  extrémité  ini- 
tiale (suite  descendante). 

T/ensemble  des  éléments  de  ces  deux  chaînes  peut  être  ordonné  en 
chaîne  discrète  à  deux  extrémités,  si  l'on  convient  que  deux  éléments 
d'une  même  suite  primitive  soient  ordonnés  dans  le  nouvel  ensemble 
comme  ils  Tétaient  dans  cette  suite,  et  que  tout  élément  de  la  suite 
ascendante  soit  antérieur  à  tout  élément  de  la  suite  descendante. 
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Tout  élément  du  nouvel  ensemble  ayant  ainsi  même  antécédent  et 
même  consécutif  que  dans  la  suite  primitive  où  il  figure,  cet  ensemble 
se  trouve  ordonné  en  une  chaîne  discrète  ayant  pour  élément  initial 
l'extrémité  de  la  suite  ascendante,  et  pour  élément  final  l'extrémité 
de  la  suite  descendante. 

Seulement,  il  n'est  possible  d'atteindre  un  élément  à  partir  d'un 
autre  élément  antérieur  (par  le  passage  successif  d'un  élément  à  son 
consécutif)  que  si  les  deux  éléments  considérés  appartiennent  à  une 
même  suite  primitive. 

(Autrement  dit,  a  appartenant  à  la  suite  ascendante  et  6  à  la  des- 
cendante, une  application  sur  elle-même  de  la  partie  de  la  nouvelle 
chaîne  qui  s'étend  de  a  k  b^  satisfaisant  aux  conditions  :  que  a  re- 
couvre son  consécutif  et  que  tout  élément  recouvert  par  son  antécé- 
dent recouvre  lui-même  son  consécutif,  n'est  pas  univo  que  ment 
définie  par  ces  conditions^  lesquelles  ne  sont  pas  ici  suffisantes 
pour  affecter  les  éléments  de  la  partie  appartenant  à  la  seconde 
chaîne. ) 

Nous  ne  considérerons  dans  ce  qui  suit  que  les  chaînes  discrètes 
simples^  et  pour  abréger  nous  supprimerons  le  qualificatif  de  simples^ 
ce  qui  ne  peut  prêter  à  aucune  confusion. 

2.  PuopRi  ÉTÉ  FONDAMENTALE.  —  S  i  unc  propriété  dé  finie  pour  tout 
élément  d'une  chaîne  discrète  est  établie  pour  t un  de  ces  élé- 
ments x^  et  si  V hypothèse  qu'elle  s' applique  à  un  élément  arbi- 
traire non  antérieur  à  x  entraîne  qu'elle  s'applique  aussi  à  l'élé- 
ment consécutif.,  elle  sera  établie  pour  tout  élément  de  la  chaîne 
non  antérieur  à  x . 

Car  cette  hypothèse  permet  de  construire  une  chaîne  discrète  de 
propositions  à  une  extrémité  initiale  recouvrant  consécutivement  les 
éléments  de  la  première  chaîne  à  partir  de  ic,  et  atteignant  tout  élt'- 
ment  de  celle-ci  postérieur  à  x, 

3.  îSous  appellerons  «  application  régulière  »  (pour  la  distinguer 
de  toute  autre  où  il  ne  serait  pas  tenu  compte  de  l'ordre  des  éléments) 
d'une  chaîne  discrète  A  sur  une  autre  B,  celle  où  l' antécédent  et  le 
consécutif  de  tout  élément  a  de  A.  s'appliquent  sur  l'antécédent 
et  le  consécutif  de  l'élément  b  de  B  recouvert  par  a. 
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Si  de  plus  l'extrémité  iniliale  de  A  s'applique  sur  l'extrémité  ini- 
tiale de  B,  ce  sera  une  application  régulière  à  coïncidence  initiale. 

Toute  chaîne  discrète  simple  pourvue  d'une  extrémité  initiale  sera 
abstraitement  caractérisée  par  son  application  régulière  à  coïncidence 
initiale  sur  une  suite  abstraite  fondamentale  ascendante  simple^ 
dont  les  éléments,  dénommés  numéros^  sont  représentés  par  des  sym- 
boles qui  sont  les  nombres  ordinaux  finis. 

Celte  application  est  toujours  possible,  car  chaque  élément  de  la 
chaîne  à  définir,  susceptible  d'être  atteint  à  partir  de  l'extrémité  ini- 
tiale (au  sens  indiqué  précédemment)  peut  s'appliquer  sur  un  numéro 
conformément  à  la  loi  de  l'application  régulière,  et  l'on  admet  (puis- 
qu'il s'agit  de  chaîne  simple)  qu'il  est  possible  d'atteindre  tout  élé- 
ment de  la  chaîne. 

Nous  appellerons  «  portion  initiale  »  de  la  suite  fondamentale, 
une  chaîne  discrète  ayant  pour  extrémité  finale  un  numéro  déterminé, 
constituée  par  ce  numéro  et  tous  les  numéros  antérieurs  de  la  suite, 
pris  dans  leur  ordre  respectif  (ce  qui  veut  dire  que  tout  numéro  de  la 
portion  a  même  antécédent  que  dans  la  suite). 

Cette  portion  est  complètement  définie  par  le  numéro  final. 

Soient  deux  portions  initiales  A,  B,  caractérisées  par  les  nu- 
méros a,  6,  de  leurs  extrémités  finales.  Si  a  ^^,  la  portion  A,  com- 
prenant tous  les  numéros  antérieurs  à  a,  comprend  donc  tous  les 
numéros  de  B,  et  au  moins  un  numéro  (à  savoir  a)  non  compris 
dans  B.  La  portion  B  est  donc  une  partie  de  A.. 

Théokème.  —  Une  portion  initiale  ne  peut  s'appliquer  sur 
aucune  de  ses  parties, 

(Ici  l'application  n'est  pas  supposée  régulière^  mais  quelconque^ 
et  il  faut  aussi  entendre  «  partie  »  dans  le  sens  général  antérieure- 
ment défini  :  ensemble  de  numéros  de  la  portion,  mais  non  de  tous, 
pouvant  d'ailleurs  n'être  pas  consécutifs.) 

Supposons  la  proposition  établie  pour  la  portion  B,  dont  le  numéro 
final  b  est  l'antécédent  dans  la  suite  du  numéro  final  a  de  A,  et  sup- 
posons que  A  s'applique  sur  l'une  de  ses  parties  C. 

Celle-ci  ne  peut  être  B  lui-même,  car  en  supprimant  dans  A  l'élé- 
ment final  <7,  et  dans  B  l'élément  recouvert  par  a  dans  l'application, 
on  voit  que  B,  partie  restante  de  A,   s'appliquerait  sur  la  partie  res- 
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tante  de  B,  e'est-à-dire  sur  une  de  ses  propres  parties,  contrairement 
à  l'hjpothèse  faite  sur  B. 

Si  le  numéro  final  a  de  A  n'est  pas  compris  dans  C,  G  est  une 
partie  de  B,  sur  laquelle  B,  partie  de  A,  s'appliquerait  (§  I,  6,  Bem.  JI), 
contrairement  à  riiypotlièse. 

Si  ce  numéro  final  a  figure  dans  G,  on  peut  déduire  de  l'applica- 
tion une  autre,  où  a  de  A  s'applique  sur  a  de  G  (§  1,  6,  Bem.  1). 

Mais  alors,  après  suppression  de  l'élément  a  dans  A  et  C,  la  partie 
restante  de  G  est  une  partie  de  B  (elle  ne  peut  être  B  lui-même,  sans 
quoi  G  contiendrait  tout  élément  de  A  et  n'en  serait  pas  une  partie), 
sur  laquelle  la  partie  restante  de  A,  c'est-à-dire  B,  s'appliquerait,  con- 
trairement à  l'hjpothèse. 

Le  théorème  envisagé,  s'appliquant  d'ailleurs  à  la  portion  réduite 
à  l'extrémité  initiale  de  la  suite  (puisque  cette  portion,  réduite  à  un 
unique  élément,  n'a  pas  de  partie),  est  établi.  c.  q.  f.  d. 

Toute  chaîne  discrète  simple  à  deux  extrémités  détermine,  par  son 
application  régulière  à  coïncidence  initiale  sur  la  suite  fondamentale, 
une  portion  initiale,  dont  le  numéro  final  est  le  numéro  recouvert  par 
l'extrémité  finale  de  la  chaîne. 

Tous  les  numéros  de  la  portion  étant  recouverts,  celle-ci  est  inver- 
sement applicable  sur  la  chaîne. 

Si  un  ensemble  quelconque  est  applicable  («m  sens  général)  sur 
la  suite  fondamentale,  il  se  trouve  ordonné,  par  cette  application 
même,  en  chaîne  discrète  simple  à  extrémité  initiale.  Gar  l'ensemble 
des  numéros  recouverts,  que  leurs  antécédents  et  consécutif  s  soient 
ou  non  aussi  recouverts^  est  une  chaîne  discrète  simple  à  extrémité 
initiale,  si  l'on  convient  d^y  ordonner  tout  couple  de  numéros 
comme  il  se  trouve  ordonné  dans  la  suite. 

Un  ensemble  applicable  «f^  sens  général  surla  suite  fondamentale, 
peut  donc  aussi  s'y  appliquer  (par  l'intermédiaire  de  la  chaîne  dis- 
crète que  la  première  application  détermine  dans  cet  ensemble)  de 
manière  que  tout  numéro  antérieur  à  tout  juunéro  recouvert  soit 
aussi  recouvert. 

Gette  dernière  application,  bien  que  l'ensemble  ne  soit  pas  initiale- 
ment donné  sous  forme  de  chaîne  discrète,  peut  être  aussi  dite  régu- 
lière^ et  s'appelle  «  numérotage  »  des  éléments  de  l'ensemble. 

Si  tout  numéro  de  la  suite  fondamentale  est  recouvert  dans  cette 
application  régulière,  l'ensemble  est  dit  «  infini  dénombrable  ». 
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Sinon,  l'ensemble  recouvranl  seulement  les  numéros  d'une  portion 
initiale,  sera  dit  a  fini  »,  parce  que  notre  mentalité  bornée  conçoit  la 
possibilité  d'embrasser  un  tel  ensemble  dans  une  intuition  collective, 
où  les  éléments  soient  individuellement  discernables  (*  ). 

4.  Deux  applications  régulières  d'un  même  ensemble  fini  sur  la 
suite  fondamentale  déterminent  la  même  portion  initiale,  car  si  les 
deux  portions  déterminées  étaient  distinctes,  l'une  serait  une  partie 
de  l'autre,  et  celle-ci  s'appliquerait  sur  sa  partie  (par  l'intermédiaire 
de  l'ensemble  envisagé). 

Ou  comme  on  dit  vulgairement  :  de  quelque  façon  que  Von 
numérote  les  éléments  d'un  ensemble  fini^  en  passant  (à  partir  d'un 
élément  initial  arbitraire  )  d'un  élément  à  un  autre  distinct  des  4Aé- 
xwQnVsàé'ykdiliQiwls, on  parvient  toujours  au  même  dernier  numéro. 

On  peut  donc  caractériser  la  puissance  d'un  ensemble  fini  par  le 
numéro  final  de  la  portion  initiale  qu'il  détermine  par  son  applica- 
tion régulière  sur  la  suite  fondamentale. 

C'est  pourquoi  les  mêmes  symboles,  appelés  a  nombres  naturels  », 
représentent  indifféremment  les  nombres  cardinaux  des  ensembles 
finis,  et  les  nombres  ordinaux  des  chaînes  discrètes  simples  à  deux 
extrémités,  ou  ensembles  bien  ordonnés  finis. 

o.  Démontrons  la  proposition  énoncée  antérieurement,  que  si  deux 
ensembles  A  et  B  sont  applicables  chacun  sur  l'autre,  on  peut  conce- 
voir une  application  exacte  de  A  sur  B. 

Désignons  par  A/B  et  B/A  les  deux  applications  simples  non 
exactes  données  de  A  sur  B  et  de  B  sur  A. 

Soit  ao  un  élément  arbitraire  de  A;  dans  l'application  A/B  il 
recouvre  un  élément  b^  de  B;  dans  l'application  B/A,  celui-ci 
recouvre  un  élément  a^  de  A,  lequel  à  son  tour  recouvre  par  l'appli- 
cation A/B  un  élément  ^,  de  B,  et  ainsi  de  suite. 

On  forme  ainsi  une  chaîne  discrète  simple  qui  a  pour  extrémité 
initiale  a^-.  et  dont  les  éléments  sont  alternativement  un  a  et  un  6. 

Supposons  que  l'on  arrive  à  un  élément  6«  qui  par  l'application  B/A 
s'applique  sur  un  des  a  précédents,  qui  est  nécessairement  «07  1^ 
seul  qui  ne  soit  pas  encore  recouvert  par  l'un  des  b  àe  la  chaîne. 

(')  liitMi  qu'elle  soit  en  réalité  incapable  d'une  telle  intuition  pour  un  ensemble 
fini  même  peu  considérable. 
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Alors,  dans  l'application  cherchée,  nous  appliquerons  tout  a  de  la 
chaîne  précédenle  sur  le  h  qui  lui  est  consécutif,  et  tous  les  b  de  la 
chaîne  seront  recouverts.  Cette  application,  pour  ce  qui  concerne  la 
partie  de  A  comprise  dans  la  chaîne,  se  confond  donc  avec  l'applica- 
tion A/B. 

Si  aucun  élément  b,i  atteint  par  le  procédé  indiqué  ne  vient  recou- 
vrir «0  dans  l'application  B/A,  la  chaîne  discrète  devient  une  suite 
ascendante.  Nous  reculerons  son  extrémité  initiale  par  le  procédé  sui- 
vant : 

Si  a  (S  est  recouvert  dans  l'application  B/A,  soit  />'  l'élément  de  B 
qui  le  recouvre;  6'  sera  Uantécédent  de  a^.  Si  6*  est  recouvert  dans 
l'application  A|B,  soit  a^  l'élément  de  A  qui  le  recouvre;  nous  pren- 
drons <7*  pour  antécédent  àe  b\  et  ainsi  de  suite. 

Si  tout  élément  a^  ou  b^  atteint  par  ce  procédé  est  recouvert  dans 
l'application  suivante  B/A  ou  A/B,  la  suite  se  transforme  en  échelle^ 
et  nous  pourrons  dans  l'application  cherchée  appliquer  chaque  a  de 
l'échelle  sur  le  b  consécutif,  et  tous  les  b  de  l'échelle  seront  recou- 
verts. 

Si  l'on  arrive  au  contraire  à  un  élément  qui  ne  soit  pas  recouvert 
dans  l'application  donnée  (de  l'autre  ensemble  sur  celui  auquel  il 
appartient),  cet  élément  deviendra  l'extrémité  initiale  de  la  suite. 

Si  cet  élément  initial  est  unrt,  nous  appliquerons  encore  chaque  a 
de  la  suite  sur  le  b  consécutif,  et  tous  les  b  de  la  suite  seront  recou- 
verts. 

Mais  si  cette  extrémité  initiale  est  un  b^  il  faudra,  pour  recouvrir 
tous  les  b  de  la  suite,  appliquer  chaque  a  sur  le  b  antécédent. 

Tout  élément  a  ou  6  de  A  ou  de  B,  déterminant  une  chaîne  ana- 
logue aux  précédentes,  l'application  finale  exacte  cherchée  de  A 
sur  B  résulte  de  l'ensemble  des  applications  partielles,  effectuées  à 
Faide  de  ces  diverses  chaînes,  suivant  les  règles  indiquées. 

IV.  —  Addition  et  soustraction. 

1.  Glissement  dune  éclielle.  —  2.  Composition  addilive,  relativement  à  un  élénieni 
donné,  des  éléments  d'une  échelle.  —  3.  Nombres  négatifs. 

1.  Une  échelle  est  une  chaîne  discrète  simple  sans  extrémités. 
On  appellera  «  glissement  »   d'une  échelle  une  application  de 
cette  échelle  sur  elle-même^  où  le  consécutif  et  V antécédent  de 
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tout  élément  s'appliquent  sur  le  consécutif  et    V antécédent   de 
Vêlement  recouvert  par  celui-là. 

Un  glissement  est  complètement  défini  si  l'on  donne  l'élément  Zr 
sur  lequel  doit  s'appliquer  un  élément  donné  z. 

A  partir  de  z  s'étendent  en  effet  deux  suites  discrètes  ayant  pour 
extrémité  commune  z  et  recouvrant  toute  l'échelle  (l'une,  ascendante, 
passe  d'un  élément  de  l'échelle  à  son  consécutif;  l'autre,  descen- 
dante, d'un  élément  à  l'antécédent);  et  dans  un  glissement  qui 
amène  z  en  z,-^  chacune  d'elles  s'applique  régulièrement  sur  la  chaîne 
analogue  qui  a  son  extrémité  en  ^, ,  déterminant  pour  chacun  de  ses 
éléments  l'élément  qu'il  recouvre. 

Un  tel  glissement  se  représentera  par  l'écriture  {z-^z,-)- 

Dans  un  glissement,  d'après  sa  définition  même,  la  chaîne  discrète 
qui  a  pour  extrémités  deux  éléments  arbitraires  a,  b,  s'applique 
régulièrement  sur  la  chaîne  discrète  qui  a  pour  extrémités  les 
éléments  «,-,  b,-^  recouverts  par  les  premiers;  et  réciproquement, 
si  la  chaîne  de  a  k  b  est  régulièrement  applicable  sur  la  chaîne  de  ar 
à  br^  l'élément  b  recouvrira  br  dans  le  glissement  (a-^a,-)  de  a  à  a,- 

On  dira  alors  que  les  couples  ordonnés  («,  ^),  («,,  b,-)  de  l'échelle 
sont  superposables. 

De  plus,  la  chaîne  discrète  qui  s'étend  d'un  élément  a  à  l'élément 
recouvert  t?,.,  est  régulièrement  et  exactement  applicable  sur  toute 
chaîne  analogue,  par  exemple  sur  celle  qui  s'étend  de  b  à  b,- 

Il  suffit  évidemment  de  le  faire  voir  dans  le  cas  où  b  est  un  élément 
juxtaposé  de  a  (antécédent  ou  consécutif). 

Or,  si  b  est  consécutif  de  «,  l'élément  br  recouvert  par  b  dans  un 
glissement  arbitraire  sera,  par  définition  même,  consécutif  de  l'élé- 
ment a,-  recouvert  par  a;  et  alors,  dans  le  glissement  de  l'échelle  qui 
amène  chaque  élément  sur  son  consécutif  [glissement  élémentaire 
positif)^  a  s'appliquant  sur  b  et  a,-  sur  ^,.,  la  chaîne  de  a  à  ar 
s'applique  régulièrement  sur  celle  de  I)  à  b,  - 

On  conclut  de  là  que  si  dans  le  glissement  de  («->  «,),  b  recouvre 
brf  dans  le  glissement  {a-^b)^  ciy  recouvrira  />, . 

Ou  encore  :  si  les  couples  («,  ^),  (a,,  br)  sont  superposables^  les 
couples  (a,  a,),  (6,  6,)  le  sont  aussi. 

2.  On  désignera  })ar  S- (a,  Z>),  et  l'on  appellera  somme  relati^'e 
à  z  des  éléments  a  et  />,  l'élément  .^•  sur  lequel  s'applique  b  dans  le 
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glissement  (^->«),  où  z  vient  recouvrir  a;  ou  encore,  V élément  x 
tel  que  les  couples  (^,.a),  (h,  x)  soient  super posahles. 

De  la  propriété  qui  vient  d'être  établie  pour  les  couples  superpo- 

sables,  il  résulte  que 

S.(rt,  6)  =  S.(^>,  a), 

le  signe  (  =  )  signifiant  que  l'élément  représenté  par  Sr:(rt,  h^  est  le 
même  que  l'élément  désigné  par  85(6,  a). 

S;  est  un  symbole  ai! opération  comniutative^  appelée  addition 
selon  z^  par  laquelle  tout  couple  non  ordonné  d'éléments  (distincts 
ou  non)  de  l'échelle,  considéré  relativement  à  z^  détermine  univo- 
quement  un  élément  de  cette  échelle. 

On  voit  aisément  que,  quel  que  soit  l'élément  a, 

S-(a,  ^)  =  S-(^,  a)  =  a, 

l'élément  z  est  dit  élément  d  effet  nul  dans  l'opération  S-. 

L'égalité 

S;(rt,  b)  =  S-(«,  c) 

entraîne 

b  =  c, 

car,  dans  un  même  glissement  (^->a),  les  éléments  recouverts  par 
deux  éléments  />,  c,  supposés  distincts,  sont  toujours  distincts. 

En  désignant  généralement  le  consécutif  et  l'antécédent  de  l'élé- 
ment X  par  le  même  symbole  x^  postérieurement  ou  antérieurement 
accentué  (soit  x'  et  'x)^  on  voit  que  si  l'on  pose 

Ss(a,  b)  =  X, 

on  aura 

S';;(«,  b)  =  x',         S-r(«,  è)  =  'x; 

car,  par  exemple,  si  l'antécédent  de  z  s'applique  sur  a,  l'antécédent 
de  l)  s'applique  sur  x^  et  b  s'applique  sur  le  consécutif  :??'  de  x. 
Si  donc  on  a  une  relation 


on  aura  également 


s-{xi,  X.2)  =  s-(jKi,r2), 


d'où,  quel  que  soit  u^ 
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Or,  si  les  couples  (V/,  h),  [/n^  n)  sont  siiperposahles,  on  a 

n  =  Sa(r/,  Jl)  =  Sa(b,  m),' 

puisque  dans  le  glissement  («->  6),  m  vient  en  /«. 
Donc,  <//<e/  ^//«:'  50//  ?/, 

S„(rt,  «)  =  S„(6.  m), 

propriété  caractéristique  de  toute  paire  de  couples  superposables  de 
l'échelle  :  les  sommes  (selon  un  élément  arbitraire  a)  des  termes 
non  homologues  coïncident. 

Or,  les  couples  («,  c)  et  [S-(^,  «),  S3(/>,  c)\  sont  superposables 
puisque  dans  le  glissement  (z-^b)^  ci  vient  pcir  définition  en 
S^  {b,  ci)^  et  c  en  S;(/>,  c). 

Donc 

S, [S. (/a  rt).  c]  =  S-[«,  S-(^,  c)j; 
ou,  puisque 

on  a  finalement 

S-[S-(r^  b),  c]  =  S,[r^  S-(^,  c)], 

relation  qui  exprime  la  propriété  associative  de  l'addition. 

Cette  propriété  permet  de  supprimer  les  parenthèses  dans 
l'expression  d'une  somme  dont  les  éléments  sont  définis  par  d'autres 
sommes. 

Si  l'élément^  est  fixé  une  fois  pour  toutes,  on  écrit  a -|- 6,  ou  b-\-a^ 
au  lieu  de  S- (a,  ^),  et  S5fS-(a,  6),  c]  s'écrit  a-\-b-\-c. 

Pour  obtenir  la  somme  de  divers  éléments,  on  peut  faire  arbitrai- 
rement des  sommes  partielles  de  ces  éléments,  puis  la  somme  des 
éléments  représentés  par  ces  sommes  partielles. 

êî.  On  appelle  «  symétricpxe  de  ci  relatif  à  z  »,  et  l'on  désigne 
par  az  (ou  plus  simplement  par  6i,  si  z  est  définitivement  fixé),  l'élé- 
ment qui  vient  recouvrir  :;  dans  le  glissement  (^-^a). 

On  a  donc,  par  définition, 

S(fl,  a)  ^^  a  -^  a  ^=^  a  -\-  a  ■=  z. 
Le  symétrique  a  de  <:/,  vérifiant  la  relation 
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n'est  autre  que  a^  ce  qu'exprime  la  relation 


a. 


Le  symétrique  d'une  somme  de  deux  éléments  est  la  somme  des 
symétriques  de  ces  éléments  : 


(a  -h  6)  =  rt  -T-  6, 
car 

{a -\- b) -{- a -\- b  =  {a -^  a) -\- {b -irl))  —  z -\- z  =:  z. 

Cette  propriété  s'étend  aux  sommes  de  plusieurs  éléments, 
La  soustraction  est  une    opération    {inverse  de   l'addition)   qui, 
appliquée  à  un  couple  ordonné  {a,  h)  d'éléments  de  l'échelle,  déter- 
mine un  élément  x^  tel  que 

b-\-x  =  x-\-b=-a. 
Par  définition,  la  relation 

D-(rt,    b)  r=  X 

signifie  donc 

{b  -^  x)  —  {x  -^  b)  z=z  a. 

Si  b  est  le  symétrique  de  h  relatif  as,  on  a 

D-(a,  b)  =:  a  -h  b, 
car 

b  -h  [a  -^  b)  =  [b  -h  b)  -r-  a  =  z  -^  a  =  a. 

On  voit  que  la  soustraction  d'un  élément  peut  toujours  se  remplacer 
par  l'addition  du  symétrique  de  cet  élément. 

Le  résultat  d'un  ensemble  d'opérations  élémentaires  (additions  et 
soustractions  à  effectuer  sur  des  éléments  donnés)  sera  déterminé  si 
l'on  sait  obtenir  le  symétrique  d'un  élément  individuellement  donné, 
ou  représenté  par  une  somme  d'autres  éléments. 

11  suffit  d'appliquer  les  relations 

a  =  a. 


(a-hb^c-\-...)  =  a-i-b-\-c-h.... 

On  écrit  généralement  — œ  au  lieu  de  a:^  et  le  signe  (-}-),  immé- 
diatement suivi  du  signe  (  —  ),  est  supprimé. 
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Dans  Y éclielle  fondamentale^  à  laquelle  on  peut  rapporter  toute 
autre  par  application  régulière,  l'élément  z  relativement  auquel  sont 
définies  les  sommes  et  différences  des  autres  éléments,  est  représenté 
par  le  symbole  o  (  zéro).  Les  éléments  qui  s'étendent  à  partir  de  zéro 
en  passant  d'un  élément  au  consécutif  sont,  dans  leur  ordre  naturel, 
les  élémenls  de  la  suite  des  nombres  naturels^  un  étant  consécutif 
de  zérOy  et  ceux  qui  s'étendent  à  partir  de  zéro  en  passant  d'un  élé- 
ment à  l'antécédent,  et  qui  sont  les  symétriques  relatifs  à  zéro  des 
précédents,  forment  Vensemhle  des  nombres  négatifs. 

V.  —  Multiplication. 

1.  Définition.   — 2.  Propriéu's  foiidaiiicntalcs.  —  3.  Point  d(;  vue  cardinal. 

1.  On  peut  extraire  d'une  échelle  primitive  donnée  d'autres 
échelles,  dont  tous  les  éléments  appartiennent  à  la  première. 

Considérons  en  particulier  l'échelle  suivante,  dénommée  échelle 
secondaire  relative  à  a  et  attachée  à  la  primitive  en  g,  échelle 
définie  parles  conditions  suivantes  : 

Elle  contient  les  éléments  ^  et  a  de  la  primitive,  et  l'élément  a 
s^y  trouve  par  définition  consécutif  de  z  (bien  que  dans  la  primitive 
l'élément  a  puisse  être  antérieur  à  z)\  et  dans  le  glissement  {z-^a) 
de  la  primitive,  tout  élément  de  la  primitive  qui  appartient  à  la 
secondaire  recouvre  un  élément  appartenant  aussi  à  la  secondaire,  et 
qui  se  trouve  être  son  consécutif  dans  cette  secondaire. 

(Autrement  dit,  en  appelant  glissement  élémentaire  positif  celui 
où  tout  élément  d'une  échelle  recouvre  son  consécutif,  le  glisse- 
ment (s— >a)  de  la  primitive  détermine  un  glissement  élémentaire 
Y)os'\l\i  de  la  secondaire). 

Si  maintenant  on  fait  une  application  régulière  de  la  primitive 
sur  la  secondaire^  où  :;  de  la  primitive  recouvre  z  de  la  secondaire, 
l'élément  c  de  la  secondaire  sur  lequel  s'applique  l'élément  b  de  la 
primitive,  est  le  produit  selon  z  de  a  par  /?,  et  se  représente  par 

l'écriture  : 

c  =  ab. 

L'échelle  secondaire  relative  à  a,  et  celle  relative  au  symétrique  a 
de  a  sont  dites  symétriques.  Dans  l'application  de  la  primitive  sur 
deux   secondaires    symétriques,    les    éléments    recouverts   dans   ces 
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secondaires  par  un  même  élément  b  de  la  primitive  sont  symétriques 

dans  la  primitive;  donc,  si 

ab  =  c, 
on  aura  aussi 

ab  =  c. 

Dans  l'application  de  la  primitive  sur  toute  secondaire,  deux  élé- 
ments b  et  b  symétriques  de  la  primitive  recouvrent  dans  la  secon- 
daire deux  éléments  qui  sont  des  éléments  symétriques  de  la  primitive. 

Donc,  si  '      - 

ah  =  c, 

on  aura  aussi 

ab  =  c. 
Il  en  résulte 

{a)  {ù)  =  c  =  c  =  ab. 

2.  Pour  établir  les  propriétés  fondamentales  de  la  multiplication, 
nous  ferons  usage  de  la  notalion  déjà  employée,  où  le  consécutif 
dans  la  primitive  àwii.  élément  représenté  par  une  certaine  expres- 
sion est  représenté  par  cette  même  expression  postérieurement 
accentuée . 

En  général,  quel  que  soit  .r, 

(relation  exprimant  que  dans  le  glissement  où  ^  recouvre  son  consé- 
cutif ^',  tout  élément  x  recouvre  son  consécutif  :r'). 
On  a  aussi 

XZ    =  J7, 

car  dans  l'application  de  la  primitive  sur  la  secondaire  relative  à  x^ 
où  z  de  la  primitive  recouvre  z  de  la  secondaire,  le  consécutifs'  de  z 
dans  la  primitive  recouvre  le  consécutif  a::  de  z  dans  la  secondaire. 
On  a  également 

z'  X  =  X, 

car  la  secondaire  relative  à  z'  coïncide  avec  la  primitive. 
D'ailleurs,  si  xy  ou  yx  coïncide  avec  x^  on  en  déduit 

Le  consécutif  .z'  de  Vêlement  (z)  d^  effet  nul  dans  V  addition  est 
Vêlement  {unique)  d'effet  nul  dans  la  multiplication. 
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On  a  toujours 


X 


car  ^  de  la  primitive  s'applique  sur  c  de  toute  secondaire. 
On  a  aussi 


car  réchelle  secondaiie  relative  à  z  se  réduit  i\  l'unique  élément  z. 
Pour  ce  qui  va  suivre,  rappelons  les  relations 

(i)  X -^  y—  y -\- X  =  {x  ^y)' —(^x  ^  y -\- z). 

De  la  définition  même  de  l'échelle  secondaire  relative  à  un  élé- 
ment X,  il  résulte  que  l'élément  xy  que  vient  recouvrir  y  dans 
l'application  de  la  primitive  sur  la  secondaire,  est  lié  à  l'élément  xy^ 
sur  lequel  s'applique  le  consécutif  y'  dey  par  la  relation 

(2)  xy  ^xy-^x. 

On  a,  quel  que  soit  l'élément  b^ 

h'z  =  b'=b-^z'  =  bz'-^  z'. 

Supposons  démontrée  la  relation 

h'  a  ^^  ha  -\-  a, 

quel  que  soit  V élément  h  et  pour  chaque  élément  a  non  postérieur 
à  un  élément  donné. 

Cette  relation  s'étendra  au  consécutif  a'  de  a,  car,  d'après  (-'i), 

b'  a'  =  b'  a  -\-b'=ba-i-a-hb'=ba-^b-\^a'=  ba'  -4-  a'. 

On  a  donc  toujours,  quels  que  soient  les  éléments  b  et  a, 

b' a  =  ba  -^  a^ 
c'est-à-dire 

(3)  y  X  =yx  -\-  X. 

En  comparant  (2)  et  (3),  on  voit  que  si 

xy  =  yx, 
on  aura  aussi 

jcy=y-r^ 

BALLY.  2 
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On  en  conclu l  que  Ton  aura  toujours 

relation  qui  exprime  la  propriété  coniniutatlve  de  la  multiplication. 
La  relation  (2)  peut  s'écrire 

Supposons  démontré  que 

a{l^  -h-  c)  =  ab  -h  ac. 

On  aura,  en  vertu  de  (i)  et  de  (2), 
a{b-\-c')  =  a{b-hc)'  =  a(b-\-c)-\-a  =ab  +  ac-i-ci  =  ab-\-( ac-\-a)=:  ab  -+■  ac'. 

On  a  donc  toujours  la  relation 

a( b  -h  c)  =  ab  -h  ac, 

exprimant  la  propj'iété  distributive  relatweinent  à  V addition. 

Enfin,  on  a 

a{bz')  =  ab  =  (ab)z'. 

Supposons  démontré  que 

(ab)c  =  a  {bc). 

On  aura 

(ab)c'  =  (ab)c-\-  ab  =  a( bc)  •+■  ab. 

En  vertu  de  la  propriété  distributive, 

a{hc)  -^  ab  =  a{bc  ■+-  b)  =  a{bc')^ 
d'où 

{ab)c'  =  a{bc'). 
On  a  donc  toujours 

(ab)c  ^^  a( bc), 

relation  qui  exprime  la  propriété  associative  de  la  multiplication. 

Si  l'échelle  primitive  se  trouve  être  l'échelle  fondamentale  des 
entiers  positifs  et  négatifs,  le  signe  du  produit  se  trouve  univoque- 
ment  déterminé  par  application  des  relations  précitées  : 

ab  =  ab  =  ab, 
[a)  \b}  =  ab  =  ab. 
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3.  La  théorie  des  opérations  élémentaires  a  été  présentée  au  point 
de  vue  ordinal.  Ce  point  de  vue  a  été  choisi  de  préférence,  parce  que 
c'est  de  cette  façon  que  s'introduisent  le  plus  naturellement  les 
nombres  négatifs  et  les  nombres  rationnels,  et  aussi  parce  que  nous 
retrouverons  des  notions  analogues  dans  les  questions  de  disposition 
en  chaîne  fermée  et  de  sejis^  qui  seront  exposées  au  Chapitre  III. 

Au  point  (le  vue  cardinal^  on  appelle  somme  de  deux  nombres 
cardinaux  a,  h^  représentant  les  puissances  de  deux  ensembles 
finis  A,  B,  le  nombre  cardinal  c  qui  représente  la  puissance  d'un 
ensemble  G  tel  que  tout  élément  de  A  et  tout  élément  de  B  soit  un 
élément  de  C,  et  que  tout  élément  de  G  soit  un  élément  de  A  ou  de  B. 
(On  suppose  d'ailleurs  que  A  et  B  n'ont  pas  d'élément  commun.) 

Si  l'on  prend  pour  nombres  cardinaux  des  ensembles  finis  les 
nombres  ordinaux  des  portions  initiales  sur  lesquelles  ils  s'appliquent 
régulièrement,  on  aura,  au  sens  indiqué  précédemment, 

c  =  a  -{-  b^^ 

car  le  nombre  ordinal  attaché  à  un  ensemble  fini  étant,  comme  on  l'a 
vu,  invariable,  quelle  que  soit  la  façon  dont  on  effectue  l'application 
régulière,  on  peut,  dans  Tapplication  de  G,  appliquer  d'abord  les 
éléments  de  A,  puis  ceux  de  B. 

Le  produit  des  nombres  cardinaux  a  et  b  sera  le  nombre  cardinal 
qui  représente  la  puissance  de  l'ensemble  des  couples  non  ordonnés 
dont  un  élément  appartient  à  A  et  l'autre  à  B. 

On  voit  aisément  que  cette  puissance  est  celle  d'un  ensemble  de  a 
ensembles  égaux  à  B,  ou  de  b  ensembles  égaux  à  A,  et  qu'elle  est 
représentée  par  le  nombre  ordinal  ab  ou  ba  précédemment  défini. 


VI.  —  Eléments  d'Analyse  combinatoire. 

1.  l^ermutations.  —  2.  AiTanyemenls.  —  3.  Combinaisons. 

\.  Soit  P„  la  puissance  de  Fensemble  qui  a  pour  éléments  consti- 
tutifs les  n-uples  ordonnés  distincts  de  n  éléments  distincts 
(/i-uples  dénommés  permutations  rectilignes  simples  de  ces  élé- 
ments). 

Si  l'on  exclut  un  élément  déterminé,  et  que  l'on  suppose  formé 
l'ensemble  des  (/?,  —  i  )-uples  ordonnés  des  n — ^i  autres  éléments, 
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Cil  introduisant  dans  cliaciin  de  ces  («  —  i)-iiples  l'élément  exclus, 
et  lui  attribuant  successivement  le  rang  i^  2,  .  .  . ,  /i,  on  formera  sans 
omission    ni    répétition    l'ensemble    des    /i-uples    ordonnés    de    ces 
ji  éléments. 
Donc 

On  en  conclut 

Va=z  n{n  —  i)  ...  2.1, 

produit  qui  se  représente  par  le  symbole  ji  ! 

2.  Soit  A/^  la  puissance  de  Fensemble  qui  a  pour  éléments  consti- 
tutifs les  k-uples  ordonnés  distincts  de  n  éléments  distincts  (A  <^  /^), 
/r-uples  dénommés  arrangements  simples  k-aires  de  ces  n  éléments. 

Chacun  de  ces  A-uples,  et  l'un  des  {n — /:)-uples  ordonnés 
des  n  —  k  autres  éléments  (ils  sont  au  nombre  de  Vji_}^-=i{^n — ^ /«  )  î 
peuvent  être  associés  de  manière  à  former  un  /z-uple  ordonné,  si  par 
exemple  on  convient  que  tout  élément  du  X-uple  soit  antérieur  à  tout 
élément  du  (/^  —  A')-uple,  et  que  deux  éléments  appartenant  soit  au 
A'-uple,  soit  au  (/i  —  A)-uple,  soient  ordonnés  comme  ils  l'étaient 
primitivement. 

Ce  procédé  fournit  sans  omission  ni  répétition  tous  les  /i-uples 
ordonnés  de  n  éléments,  d'où 

■f*«  •  i  n-k  —  ^  n-) 
OU 

(2)  ^  k%.{n-k)\=n\ 

3.  Soit  enfin  C^^  la  puissance  de  l'ensemble  qui  a  pour  éléments 
constitutifs  les  k-uples  non  ordonnés  distincts  de  n  éléments  dis- 
tincts, ou  combinaisons  simples  k-aires  de  ces  n  éléments  (/r  <<  n). 

Chacun  de  ces  A:-uples  non  ordonnés  fournit  P^  /r-uples  ordonnés 
des  k  éléments  qui  le  constituent,  l'ensemble  total  de  ces  derniers 
/»-uples  n'étant  autre  que  l'ensemble  de  puissance  A^^  des  A-uples 
ordonnés  de  k  éléments.  Donc 


CtP;t=A?, 


//> 


ou   encore,    multipliant  les  deux  membres  par  {n  —  Â)I   et   tenant 
compte  de  la  relation  (2),  on  a 

Ci.k\{n-k)\  =  ni 
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VII.  —  Nombres  rationnels. 


1.  Division.  —  2.  Ensemble  partout  dense  en  lui-même.  —  3.  Noml)res  rationnels.  — 
4.  Puissance  de  l'ensemble  des  nombres  rationnels. 

1.  L'opération  inverse  de  raddilion  n'est  possible,  dans  l'ensemble 
des  nombres  naturels^  que  si  dans  le  couple  ordonné  auquel  elle 
s'applique,  le  premier  élément  de  ce  couple  est  postérieur  au  second 
dans  l'ensemble. 

Mais  elle  devient  toujours  possible  si  l'on  adjoint  à  cet  ensemble 
le  nombre  o  (qui  est  au  point  de  vue  ordinal  V antécédent  de  i,  et 
au  point  de  vue  cardinal,  peut  être  considéré  comme  la  puissance  de 
rensemble-/iw/,  déduit  de  l'ensemble-unité  par  suppression  de  l'élé- 
ment unique  qui  y  figure)  et  les  symétriques  des  nombres  naturels 
relatifs  à  o,  c'est-à-dire  Les  nombres  négatifs.  Ce  nouvel  ensemble 
est  Tensemble  des  entiers. 

Dans  ce  dernier  ensemble,  l'opération  inverse  de  la  multiplication, 
ou  division^  n'est  pas  toujours  possible.  Pour  qu'elle  le  soit,  il  faut 
que  dans  le  couple  ordonné  (m,  n)  auquel  elle  s'applique,  le  pre- 
mier terme  soit  un  multiple  du  second,  c'est-à-dire  que 

ni  =  an  ; 

a  est  alors  dit  le  quotient ,  ou  résultat  de  la  division  de  m  par  /?,  et 

l'on  peut,  dans  ce  cas,  représenter  a  par  le  symbole  mjn. 

Gomme 

mcj  =  anq^ 

a  est  aussi  réprésentable  par  mq  jnq^  par  suite  par  une  infinité  de 
symboles  qui  doivent  être  considérés  comme  équivalents. 

Deux  symboles  mjn^  pjq^  ne  peuvent  qIvq  équivalents ^  c'est-à-dire 
représenter  le  même  entier  :r,  que  si 

m  =  X  n,         p  =  xq, 

d'où 

niq  =  /ip  ; 

et    si    ces    symboles    représentent    deux   entiers   a   et    b   distincts, 
où  a  <^b^  on  a  nécessairement 

inq  <  71  p. 
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D'ailleurs,  si 


on  a 


m  =1  an,         p  =  bq, 

mq  =  anq,         pn  =  bnq^ 
{niq -\- pn)  =  {a -\- b)iiq, 

et  l'entier  a-\-b  est  représentable  par  le  symbole  [mq  -\- pn)jjiq^ 
lequel  peut  être  considéré  comme  la  somme  des  symboles  mjn 
etjj/q. 

De  même, 

nip  =  abnq , 

d'où  la  représentation  du  produit  ah  par  le  symbole  mpjnq^  cpii 
peut  être  considéré  comme  le  produit  de  symboles  mjn  eipjq. 

Ces  remarques  justifient  les  règles,  à  première  vue  assez  arbi- 
traires, qui  permettent  d'ordonner  l'ensemble  des  nombres  ration- 
nels, considérés  comme  classes  de  couples  ordonnés  d^entiers^  et 
qui  déterminent  leur  composition  par  addition  et  multiplication. 

2.  Dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels^  la  division  (sauf 
par  o)  devient  toujours  possible.  De  plus,  cet  ensemble  sera  sim- 
plement ordonné  de  façon  à  conserver  l'ordre  naturel  des  entiers, 
mais  tout  élément  y  sera  dépourvu  d'antécédent  et  de  consécutifs 
et  l'ensemble  sera. partout  dense  en  lui-même. 

Dans  un  ensemble  simplement  ordonné,  les  éléments  dépourvus 
d^  antécédent  nifiis  non  de  consécutifs  ou  de  consécutif  mais  non 
d'antécédents  abstraction  faite  des  extrémités,  sont  dits  des  élé- 
ments-limites d'un  seul  côté.  Ceux  qui  sont  dépourvus  à  la  fois 
d'antécédent  et  de  consécutif  sont  des  éléments-limites  des  deux 
côtés.  On  confond  généralement  ces  deux  sortes  d'éléments  sous  la 
désignation  commune  à' éléments-limites . 

Ils  jouissent  de  la  propriété  que  voici  :  tout  couple  de  l'ensemble 
qui  enserre  l'élément  considéré  (c'est-à-dire  dont  le  premier  terme 
est  antérieur  et  le  second  postérieur  à  cet  élément)  enserre  égale- 
ment au  moins  un  autre  élément  de  l'ensemble,  distinct  du  premier. 

Pour  l'élément-limite  des  deux  côtés,  tout  couple  dont  cet  élé- 
ment est  l'un  des  constituants  enserre  au  moins  un  élémenl  de 
l'ensemble. 

Si  tous  les  éléments  sont  limites  des  deux  côtés,  l'ensemble  est  dit 
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«  partout  dense  en  lai-même  »  ;  alors  entre  deux  éléments  quel- 
conques, il  s'en  trouve  d'autres,  intermédiaires. 

Si  tous  les  éléments  élant  limites,  il  y  en  a  qui  ne  le  soient  que 
d'un  seul  côté,  l'ensemble  sera  dit  «  simplement  dense  en  lui- 
même  »,  et  la  propriété  précédente  n'est  plus  nécessairement 
assurée.  Un  tel  ensemble  s'obtient  en  supprimant  d'un  ensemble 
partout  dense  en  lui-même  les  éléments  intermédiaires  (et  parfois 
une  extrémité)  à  des  couples  distincts  et  n'empiétant  pas  les  uns  sur 
les  autres. 

[Un  exemple  d'ensemble  ne  contenant  outre  ses  éléments  consé- 
cutifs que  des  éléments-limites  d'un  seul  et  même  côté,  est  fourni  par 
l'ensemble  des  polynômes  entiers  en  co,  à  coefficients  entiers  et 
positifs,  si  l'on  convient  que  deux  polynômes  soient  ordonnés  (l'un 
par  rapport  à  l'autre)  comme  le  sont  leurs  degrés,  et  s'ils  sont  de 
même  degré,  comme  le  sont  les  coefficients  des  termes  de  même 
degré  le  plus  élevé  qui  soient  difTérents.  Tout  polynôme  pourvu  d'un 
terme  m  indépendant  de  w  a  un  antécédent  et  un  consécutif,  savoir 
les  polynômes  qui  n'en  diffèrent  que  par  le  terme  analogue,  qui 
est /H — I  ou  m -|- I .  Les  polynômes  auxquels  manque  ce  terme  ont 
un  consécutif,  mais  pas  d^ antécédent.  Ces  polynômes  représentent 
les  nom,hres  ordinaux  transfinis  inférieurs  à  to^.] 

3.  On  appelle  nombre  rationnel  une  classe  de  couples  ordonnés 
d'entiers^  tels  que  si  Ton  divise  les  deux  termes  de  chaque  couple 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtienne  le  même  couple 
d'entiers  premiers  entre  eux,  dit  couple  irréductible. 

Les  couples  ordonnés  d'entiers,  envisagés  à  ce  point  de  vue, 
s'appellent  yVac^/0715  (le  premier  terme  du  couple  est  le  numérateur^ 
et  le  second,  le  dénominateur))  une  fraction  de  numérateur  x  et  de 
dénominateur  j)^  se  représentera  par  l'écriture  xjy. 

Deux     fraclions     mjn^    pl^li     représentent     le     même     nombre 

rationnel.^  et  doivent  donc  être  considérées  comme  équivalentes^  ce 

qu'on  écrit 

mln=p[q, 

s'il  existe  deux  nombres  entiers  a  el  b  tels  que  les  termes  de  la  pre- 
mière en  soient  des  équimulliples,  et  que  les  termes  de  la  seconde  en 
soient  aussi  d'autres  équimulliples 

m  =  ha^         /i  =::  hb;         P  =  l^<^i  ^  =  /cb; 
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d'où  l'on  conclut 

mq  =  Jip. 

Le  couple  /?i/i  (et  par  suite  tout  couple  miijn)  a  même  significa- 
tion que  l'entier  m.  Tout  couple  ojn  signifie  o,  et  les  couples  7?i/o 
sont  exclus  (ou  parfois  remplacés  par  un  seul  symbole  i/o,  ou  oo). 

L'ensemble  des  nombres  rationnels  est  simplement  ordonné  par  la 
convention  suivante,  qui  respecte  l'ordre  naturel  des  entiers. 

Deux  fractions  de  même  dénominateur  sont  ordonnées  comme  le 
sont  leurs  numérateurs.  Deux  fractions  de  dénominateurs  différents 
seront  remplacées  chacune  par  une  équivalente,  de  façon  que  ces 
dernières  aient  même  dénominateur,  et  l'on  comparera  leurs  numé- 
rateurs. 

Par  exemple,  aj 0  el  a' J b'  étant  remplacées  par  A/B  et  A'/B,  comme 

aB  =  A  6,         a'B  =  X'b', 
d'où 

aO'B  =Abb'.         ba'B  =  X'bb', 

on  voit  que  la  condition  A  <<  A'  entraîne  ab'  <i  ba' .  d'où  la  règle 

a/b<a'lb',         ?i         ab'<::ba'. 

On  voit  qu'elle  est  indépendante  des  fractions  équivalentes  auxi- 
liaires considérées,  et  qu'elle  ordonne  de  la  même  manière  tout  sys- 
tème de  deux  fractions  respectivement  équivalentes  aux  proposées, 
c'est-à-dire,  en  définitive,  les  deux  nombres  ratioiuiels  que  repré- 
sentent ces  deux  classes  de' frac  lions. 

D'ailleurs,  si  l'on  a  à  la  fois 


G^' est-à-dire 
d'où 
on  aura 
c'est-à-dire 


«/6  <  c/(/,  cfd^imjn^ 

ad  <C  bc,         c/i  <  dm, 

adc/i  <i  bcdin, 

au  <<  bm^ 

ajb  <  mfn, 


ce  qui  montre  que  l'ensemble  des  nombres  rationnels  est  simplement 
ordonné. 

La  somme  de  deux  fractions  min,  pjq  est  une  fraction  équiva- 
lente à  (/«r/-h^/i)//?^. 
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Si  les  fractions  injn^  pjcj  sont  respectivement  équiçalentes  aux 
tractions  ajb^  cjd^  la  somme  des  premières  est  équivalente  à  la  somme 
des  secondes.  Car  l'égalité 

{rnq  -\- pii)b(l  =  {ad  -+-  cb)nq 

résulte  des  égalités 

inb  =  a/i,         pd  =  cq, 

La  somme  des  nombres  rationnels  définis  par  deux  fractions  est 
donc  bien  déterminée. 

Le  produit  de  deux  fractions  nijn^  pjq  est  une  fraction  équiva- 
lente à  nipjnq.  Si  les  fractions  nijn^  pjq  sont  équivalentes  aux 
fractions  ajb,  cjd^  les  deux  produits  mpjnq^  acjbd  sont  équiva- 
lents, car  l'égalité 


mpbd =  acnq 


résulte  encore  des  égalités 


mb  =  an,         pd  =  cq. 

Le  quotient  d'une  fraction  mjn  par  une  fraction  a/b  est  une  frac- 
tion xJYj  dont  le  produit  par  la  seconde  soit  équivalente  à  la  pre- 
mière. On  a  évidemment 

cr/y  =  mb/an  =  (  /n/n).  ( b/a). 

La  fraction  b/a^  quotient  de  i  par  a/b^  est  V inverse  de  celle-ci;  le 
quotient  de  deux  fractions  est  le  produit  du  dividende  par  l'inverse 
du  diviseur. 

Entre  deux  éléments  quelconques  distincts  «/ 6,  cjd,  de  l'ensemble 
des  nombres  rationnels,  il  se  trouve  des  éléments  intermédiaires. 

Ainsi,  entre  les  éléments  précédents,  où  l'on  suppose  a/b  <<  c/<:/, 
se  place  tout  élément  mj/i,  tel  que 

a/b  <C  m//i  <  c/t/, 
ou 

an  <  bnij  dm  <  ne, 

ou 

adn  <<  bdni  <C  bcn. 

L'écart  des  termes  extrêmes,  équimultiples  des  entiers  distincts  ad 
et  bc  (ad  <C  bc)  devenant  pour  des  valeurs  suffisamment  élevées  de  n 
supérieur  à  tout  entier  arbitrairement  donné,  ceux-ci  comprendront, 
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dès  que  leur  écart  surpassera  bd^  des  multiples  de  bd.  L'un  d'eux, 
bdm^  fournit  le  terme  m  qui,  associé  à  /i,  donne  un  nombre  rationnel 
m\ii  compris  entre  a\b  et  c\d. 

L'ensemble  des  nombres  rationnels  est  donc  simplement  ordonné 
et  partout  dense  en   lui-même  ;  on  va  voir  qu'il  est  dénombrable. 

4.  L'ensemble  des  couples  ordonnés  d'entiers  positifs  (où  deux 
couples  sont  ici  considérés  comme  distincts  dés  qu'ils  ne  sont  pas 
identiques)  peut  être  mis  en  relation  biunivoque  et  réciproque  avec 
l'ensemble  des  nombres  naturels. 

En  efl'et,  tout  entier  positif  est  représentable,  par  exemple,  et  d'une 
seule  manière,  par  la  formule 

N  = -i"'-!  (2«  —  i), 

si  l'oii  convient  que,  pour  m  =:  i , 

2'"-  »  =  I  ; 

m  et  n  peuvent  prendre  toute  valeur  entière  positive,  zéro  exclus. 

Cette  formule  réalise  évidemment  une  correspondance  biunivoque 
et  réciproque  entre  les  entiers  (N)  et  les  couples  d'entiers  {^îu,  n). 

Si  dans  cette  formule  on  met  /i,  par  exemple,  sous  une  forme  ana- 

Jogue  : 

n  =  2^-1  (ly  —  i), 

on  réalise  une  correspondance  biunivoque  et  réciproque  entre  les 
entiers  positifs  N  et  les  triples  ordonnées  /??,  x,  y  d'entiers  positifs. 

En  continuant  ainsi,  on  réalise  une  correspondance  biunivoque  et 
réciproque  entre  l'ensemble  des  entiers  positifs  et  celui  des  A  -uples 
ordonnés  d'entiers  positifs. 

L'ensemble  des  nombres  rationnels  positifs,  qui  peut  être  considéré 
comme  l'ensemble  des  couples  ordonnés  irréductibles  d'entiers 
positifs,  est  mis  par  ce  procédé  en  correspondance  biunivoque  avec 
une  partie  de  l'ensemble  des  nombres  naturels.  Ce  dernier  ensemble 
faisant  partie  du  premier^  les  deux  ont  même  puissance. 

L'ensemble  des  nombres  rationnels  peut  d'ailleurs  être  numéroté 
par  le  procédé  suivant  : 

L'ensemble  des  fractions  irréductibles  de  même  dénominateur  n 
forme  une  suite  discrète  où  elles  sont  ordonnées  comme  leurs  numé- 
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râleurs.  Si  a,nl a  est  le  m-ième  terme  de  cette  suite,  on  lui  fera  cor- 
respondre l'entier 

N  =  2'«^'  (2«  —  I  ), 

et  réciproquement,  à  tout  entier  N  mis  sous  cette  forme,  on  fera  cor- 
respondre la  m-ième  fraction  irréductible  de  dénominateur  /?. 

Pour  connaître  le  rang  m  dans  sa  suite  d'une  fraction  irréduc- 
tible ~j  il  suffit  d'ailleurs  de  connaître  le  rang  de  toute  fraction  irré- 

ductible  de  numérateur  inférieur  i\  n.  . 

Si 

a  =  kn  -f-  /•/,         {Vp  <  n), 

où  p  est  le  rang  de  r p  dans  la  suite  des  nombres  inférieurs  à  n  et  pre- 
miers à  n  [le  nombre  de  ceux-ci  se  représente  par  es  ('01 5  ^^  aura 

m  =  k  (f  ( n)  -h  p, 
et  réciproquement,  si 

m  =  kz^(n}^p  [p  <.^  i'^)]? 

le  numérateur  de  la  w-ième  fraction  irréductible  de  dénominateur  71 

sera 

a,n  =  kn-^  T'p, 

où  Fp  est  le  /;-ième  nombre  inférieur  et  premier  à  n. 

L'ensemble  des  /i-uples  ordonnés  irréductibles  d'entiers  (les 
termes  de  chaque  /z-uple  sont  premiers  dans  leur  ensemble)^ 
dénommé  ensemble  de  points  rationnels  de  V espace  à  n  —  i  dimen- 
sions^ étant  contenu  dans  l'ensemble  des  /i-uples,  et  contenant  l'en- 
semble des  (/?  — i)-uples,  tous  deux  dénombrables,  est  aussi  dénom- 
brable. 

VIII.  —  Coupures  et  continu  analytique. 

1.  Coupures.  —  2.  Suites  convergentes.  —  3.  Continu  analytique. 

1.  Dans  un  ensemble  simplement  ordonné,  tout  élément  (sauf  une 
extrémité,  s'il  j  en  a)  sépare  l'ensemble  en  deux  ensembles  partiels 
ou  portions  n'ayant  aucun  élément  commun,  et  comprenant  dans  leur 
totalité  tous  les  éléments  de  l'ensemble,  sauf  l'élément  considéré;  ce 
sont  l'ensemble  des  éléments  antérieurs  et  celui  des  éléments  posté- 
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rieurs  à  cet  élément.  Si  Ton  place  arbitrairement  cet  élément  dans 
l'un  ou  Tautre  de  ces  deux  ensembles,  la  totalité  des  éléments  de  l'en- 
semble primitif  se  trouve  répartie  en  deux  classes,  telles  que  tout  élé- 
ment de  l'une  soit  antérieur  à  tout  élément  de  l'autre. 

Une  telle  séparation  des  éléments  d'un  ensemble  simplement 
ordonné  s'appelle  une  coupure]  quand  elle  est  détermiijée  par  un 
élément  de  l'ensemble,  la  classe  antérieure  a  une  extrémité  finale,  ou 
la  classe  postérieure  une  extrémité  initiale,  savoir  l'élément  consi- 
déré. 

Nous  appellerons  dans  tous  les  cas  ces  deux  classes  :  bords  anté- 
rieur el postérieur  de  la  coupure. 

11  est  aisé  de  voir  que  dans  un  ensemble  simplement  ordonné,  par- 
tout dense  en  lui-même,  il  peut  se  trouver  des  coupures  qui  ne  soient 
pas  déterminées  par  un  élément  de  l'ensemble. 

(Ainsi,  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels  positifs,  ceux  dont 
le  carré  est  inférieur  à  2  et  ceux  dont  le  carré  est  supérieur  à  2  cons- 
tituent deux  portions  comprenant  la  totalité  des  éléments  de 
l'ensemble,  puisqu^ aucun  nombre  rationnel  ri'a  1  pour  carré.,  et 
tout  élément  de  la  première  est  antérieur  à  tout  élément  de  la  seconde.) 

Deux  éléments  /«,  n  (m  <Cn)  séparent  l'ensemble  en  trois  por- 
tions :  A,  T,  P.  La  première  comprend  les  éléments  antérieurs,  et  la 
dernière,  les  éléments  postérieurs  aux  éléments  considérés. 

La  portion  intermédiaire  1  dénommée  intervalle  mn  ^  comprend 
les  éléments  postérieurs  à  m  et  antérieurs  à  n  (dénommés  éléments 
intérieurs  de  l'intervalle),  et  aussi  les  éléments  m,  /z,  dénommés 
extrémités  de  l'intervalle. 

(Si  l'un  des  éléments  m  ou  ji  est  une  extrémité  de  l'ensemble,  la 
portion  extérieure  A  ou  P  correspondante  disparaît;  si  les  éléments 
m  et  n  sont  juxtaposés  dans  l'ensemble,  l'intervalle  mn  n'a  pas 
d^élément  intérieur.) 

Un  intervalle  I^;  sera  dit  contenu  dans  un  intervalle  I^,  si  lout  élé- 
ment de  \x  (intérieur  et  extrême)  est  un  élément  de  \z  (intérieur  ou 
extrême. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie  (il  faut  et  il  suffit  pour  cela 
qu'une  extrémité  de  U  soit  extérieure  à  U),  l'intervalle  U  sera  dit 
exclus  de\z.  {Exclus  de  signifie  donc  ici  non  totalement  contenu 
dans]  on  ne  veut  point  dire  que  les  deux  intervalles  considérés  ne 
puissent  avoir  d'éléments  communs.) 
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Il  est  assez  naturel  de  définir  une  coupure  d'un  ensemble  simple- 
ment ordonné  par  une  suite  discrète  d'intervalles,  enserrant  tous  la 
r^oupure^  c'est-à-dire  ayant  une  extrémité  sur  chaque  bord  de 
i^eWe-ci^  contenus  cJiacun  dans  le  précédent^  et  jouissant  de  cette 
propriété  qu'à  tout  élément  de  Vensenible  (sauf  celui  qui  détermine 
la  coupure,  si  celle-ci  est  produite  par  un  élément)  on  puisse  asso- 
cier un  intervalle  de  la  suite  auquel  cet  élément  soit  extérieur.  Cet 
élément  sera  alors  aussi  extérieur  à  tout  intervalle  de  la  suite  posté- 
rieur i^dans  la  suite)  à  l'intervalle  mentionné. 

Appelons  suite  disjonctive  d'' intervalles  une  suite  discrète  illimitée 
d'intervalles  contenus  chacun  dans  le  précédent,  et  tels  que,  étant 
tout  intervalle  arbitraire  1^;  de  V ensemble.,  il  se  trouve  dans  la  suite 
un  intervalle  I;^  (de  rang  n  dans  cette  suite)  duquel  I^;  %o\Vexclus\  \x 
est  alors  aussi  exclus  des  intervalles  de  la  suite  de  rangs  postérieurs 
à  n  (dans  cette  suite).  Autrement  dit,  il  n\y  a  pas  d'intervalle  de 
V  ensemble  qui  soit  simultanément  contenudans  tous  les  intervalles 
de  la  suite. 

Toute  suite  disjonctive  d'intervalles  définit  une  coupure^  si  l'on 
convient  (jue  la  portion  de  l'ensemble  antérieure  à  un  intervalle  appar- 
tient au  bord  antérieur .,  et  sa  portion  postérieure,  au  bord  posté- 
rieur de  la  coupure.  Un  élément  en  effet  dont  la  position  ne  serait 
pas  définie  relativement  à  ce  mode  de  partage  en  deux  classes  des 
éléments  de  l'ensemble,  ne  saurait  être  qu'un  élément  commun  à 
tous  les  intervalles  de  la  suite.  Or,  il  ne  peut  j  avoir  deux  tels  élé- 
ments, car  leur  intervalle  \p  serait  contenu  dans  tous  ceux  de  la  suite^ 
alors  que  d'après  l'hypothèse  faite  sur  la  suite,  on  peut  y  trouver  un 
intervalle  I„  duquel  \x  soit  exclus. 

On  voit  donc  que  tout  élément,  sauf  peut-être  un.,  est  extérieur  à 
Fun  des  intervalles  de  la  suite  (et  par  conséquent  aux  intervalles  pos- 
térieurs), et  le  bord  auquel  il  appartient  est  bien  déterminé. 

Réciproquement,  à  toute  coupure  d'un  ensemble  simplement 
ordonné,  partout  dense  en  lui-même,  on  peut  associer  arbitrairement 
une  suite  d'intervalles  contenus  chacun  dans  le  précédent,  enserrant 
tous  la  coupure,  ne  pénétrant,  à  partir  d'un  certain  rang,  à  l'intérieur 
de  nul  intervalle  dont  les  deux  extrémités  sont  sur  un  même  bord  de  la 
coupure,  et  ayant  tous  (à  partir  d'un  certain  rang)  au  moins  une 
extrémité  intérieure  à  tout  intervalle  qui  enserre  la  coupure. 

Deux  suites  disjonctives  d'intervalles  (1),  (J),  définissent  la  même 
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coupure,  si  tout  intervalle  I  et  tout  intervalle  J  ont  des  éléments  com- 
muns (au  moins  une  extrémité). 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  on  peut  déterminer  un  inter- 
valle l/(  et  un  intervalle  J^,  extérieurs  l'un  à  l'autre  ;  leur  position  rela- 
tive définit  V ordre  relatif  des  coupures  représentées  par  les  suites 
(I)  et  (J)  (dans  l'ensemble  des  coupures  de  l'ensemble  donné). 

L'ensemble  des  coupures  d'un  ensemble  simplement  ordonné 
(j  compris  celles  déterminées  par  ses  propres  éléments)  est  donc  aussi 
simplement  ordonné.  Si  l'ensemble  donné  est  dense  en  lui-même^ 
l'ensemble  de  ses  coupures  est  parfait^  c'est-à-dire  fermé  et  dense 
en  lui-même.  Un  ensemble  simplement  OTàonné  fermé  est  d'ailleurs 
celui  où  toute  coupure  est  susceptible  d'être  produite  par  un  élément 
de  l'ensemble. 

2.  Dans  chacun  des  intervalles  I„  d'une  suite  disjojictive^  prenons 
arbitrairement  un  élément  a,i  ;  la  suite  illimitée 


(A)  «1,     «2,      •..,     «//,      .. .,     a 
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est  dite  une  suite  convergente. 

Une  suite  d^éléments  (A)  pris  dans  un  ensemble  simplement 
ordonné  est  donc  convergente^  si  l'on  peut  lui  associer  une  5«f^e  dis- 
jonctive  d^ intervalles  (I)  telle  que  chaque  intervalle  !«  de  cette 
suite  (I)  contienne  tous  les  éléments  de  la  suite  (A)  postérieurs  à  a». 

Deux  telles  suites  disjonctives  (I),  (J)  d'intervalles,  associés  à 
la  même  suite  convergente  d^éléments  (A),  définissent  la  même 
coupure  puisque  les  intervalles  I^  et  J^,  ont  toujours  des  éléments 
communs,  par  exemple  les  éléments  de  la  suite  (A)  postérieurs  à  a,i 


Dans   le    cas    où    l'ensemble    d'éléments    envisagé    est    celui    des 


{k,  p  <  n) 

e    d'éléme 

nombres  rationnels  (simplement  ordonné,  partout  dense  en  lui- 
même),  on  appelle  «  écart  »  de  l'intervalle  mn  la  valeur  absolue  de 
la  différence  entre  ses  extrémités. 

La  dernière  condition  imposée  aux  intervalles  d'une  suite  disjonc- 
tive  (I),  savoir  qu'à  tout  intervalle  de  V ensemble  on  puisse  associer 
un  intervalle  de  la  suite  (I),  dont  le  premier  soit  exclus,  se  traduit 
alors  ainsi  : 
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A  tout  nombre  rationnel  positif  arbitraire  x  correspond  dans  la 
suite  (I)  un  intervalle  I«  dont  l'écart  soit  inférieur  à  x  (car  il  est  évi- 
dent :  i"  qu'on  peut  toujours  loger  un  intervalle  d'écart  x  à  l'intérieur 
d'un  intervalle  d'écart  supérieur,  et  2*^  qvie  tout  intervalle  arbitraire 
d'écart  x  se  trouve  exclus  de  tout  intervalle  d'écart  inférieur  à  ^). 

Dans  ce  même  ensemble,  à  tout  nombre  rationnel  x^  on  peut  asso- 
cier un  entier  n^  tel  que  tous  les  termes  d'une  suite  convergente  (A) 
postérieurs  au  ;i-ième  soient  enfermés  dans  un  intervalle  1//,  d'écart 
inférieur  à  x.  Il  résulte  de  là  que  la  différence  de  deux  termes 
quelconques  a^,,  a^,  postérieurs  au  n-iènxe^  est  inférieure  à  x. 

Réciproquement,  si  cette  dernière  condition  est  remplie  pour  une 
suite  (A),  soient 

X\^      X-i.        .  .  .  ,       X 1^ 

une  suite  (X)  de  nombres  rationnels  positifs  décroissants,  et  pouvant 
devenir  inférieurs  à  tout  nombre  rationnel  positif  donné. 
Déterminons  une  suite  (K)  d^entiers  croissants 

A'i,     A"2,     . . . ,     k p- 

tels  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  de  deux  termes  quelconques 
de  la  suite  (A),  de  rangs  postérieurs  à  /r^,  soit  inférieure  à  Xp. 

On  peut  alors  déterminer  un  intervalle  ly;.,  d'écart  2.T,,  contenant 
tous  les  éléments  de  la  suite  (A)  postérieurs  à  «/,^  (la  valeur  absolue 
de  la  différence  de  deux  d'entre  eux  étant  inférieure  à  :r,  ),  ensuite  un 
intervalle  I^.^  d'écart  iXy  <<  2^,,  contenu  dans  le  précédent  et  con- 
tenant tous  les  termes  de  la  suite  (A)  postérieurs  àa^j,,  etc.  L'écart 
de  ces  intervalles,  contenus  chacun  dans  le  précédent^  devenant 
inférieur  à  tout  nombre  rationnel  arbitraire,  ces  intervalles  forment 
une  suite  disjonctive^  et  déterminent  une  coupure. 

On  peut  objecter  à  ceci  que  la  suite  a^,  ,  a^  ,  .  .  .  est  une  suite 
extraite  de  la  suite  donnée  (A),  et  non  cette  suite  elle-même.  Mais 
on  peut  compléter  ainsi  la  suite  d'intervalles  :  la  chaîne  d'éléments 
de  (A)  qui  s'étend  de  a^.  ^  à  «a  ,+,)  éls^nl  discrète  et  finie  ^  on  remontera 
de  rt/,^  à  a^,  de  a^^  à  %  ,  etc.,  de  la  façon  suivante  : 

Nous  prendrons  pour  I;^^_i  un  intervalle  contenant  1^^  et  l'élément 
«yj^,  est  en  général,  pour  Iy;^_^,  un  intervalle  contenant  lx-^_^+i  et  l'élé- 
ment ayi^_^,_^.|.  Nous  prendrons  pour  I/,^_,^  un  intervalle  contenant  I/,,_^^i 
et  l'élément  «/..^_^_f.i,  et  qui  soit  contenu  dans  ly^.^,  ce  qui  est  toujours 
possible,  puisque  I^^  contient  tous  les  éléments  de  la  suite  (A)  posté- 


3-2  CHAPITRE   PRELIMINAIRE, 

rieurs  à  «;;  ,  etc.  Un  certain  nombre  (fini)  d'intervalles  peuvent  d'ail- 
leurs coïncider. 

3.  L'ensemble  des  coupures  praticables  dans  l'ensemble  des 
nombres  rationnels  constitue  l'ensemble  des  nombres  réels,  .ou 
continu  analytique  linéaire. 

Tout  nombre  réel  positif  peut  être  défini  par  une  suite  disjonctive  (I) 
d'intervalles 

lo'  ^li  I2.  •   .  •   7  1/ .1  •   •    .   7 

où  les  extrémités  de  I^  sont  deux  fractions  consécutives  de  même 
dénominateur  nP^  soit  mjnP  et  {in-\-\)jnP^  dites  valeurs  appror 
chées  du  nombre,  par  défaut  et  par  excès^  à  i  jnP  près.  L'écart  de 
ces  valeurs,  égal  à  1/71^'^  devient,  pour  un  choix  convenable  de  p^ 
inférieur  à  tout  nombre  rationnel  x,  arbitrairement  donné. 

Tout  nombre  réel  positif  inférieur  à  i  peut  être  représenté  par  ufie 
suite  illimitée  d^ entiers  positifs  ou  nuls^  inférieurs  à  un  entier 
arbitraire  donné  n  :  c'est  le  développement  n-ésimal  du  nombre. 

Le  développement  du  nombre  en  fraction  continue  régulière  con- 
duit à  une  conclusion  analogue,  seulement  les  entiers  de  la  suite  ne 
sont  plus  astreints  à  être  inférieurs  à  un  entier  donné. 

La  puissance  du  continu  linéaire  est  donc  celle  de  l'ensemble  des 
suites  illimitées  d'entiers,  inférieurs  ou  non  à  un  entier  donné;  en 
particulier,  c'est  celle  de  l'ensemble  des  suites  illimitées  de  deux 
entiers  (o  et  1). 

L'ensemble  des  /i-uples  ordonnés  de  nombres  réels,  ou  continu  à 
n  —  I  dimensions^  a  même  puissance  que  l'ensemble  des  nombres  réels. 

A  tout  nombre  réel  A,  défini  par  la  suite 

on  peut  en  effet  faire  correspondre  le  /i-uple  : 

1^1   =  (^'117  ^12:.    .  .  •  -  f^\n^    ■  •  •  •  i^l/)j   .  .  .  )? 
K2  =  (  A"2I  7  ^^Ui    •  ■•  •  f'^in-    ■  •  '  ^  l^2/)-    .  •  •  ). 

1^«  =  '  ^'«1'  ^"«2'  •  •  •  «  f^^ruij  •  •  •  7  '^npj  •  •  • 

où 

et  réciproquement. 
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On  nionlre  d'ailleurs  que  la  puissance  du  continu  est  supérieure  à 
celle  d'un  ensemble  dénombrable. 

Nota.  —  INous  pourrions  faire  rentrer  dans  ce  Chapitre  prélimi- 
naire les  questions  de  disposition  en  chaîne  fermée  et  de  sens^  qui 
peuvent  s'exposer  indépendamment  de  toute  considération  géomé- 
trique, ainsi  que  les  définitions  élémentaires  relatives  aux  transfor- 
mations. Mais  pour  n'avoir  pas  à  rappeler  ces  notions,  nous  préférons 
les  exposer  quand  l'occasion  s'en  présentera  (Ghap.  III  et  VÏI). 


BALLY. 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  GÉNÉRALE. 


I.  —  Les  fondements  de  la  Géométrie  générale. 

l.  Eléments  géométriques  fondamentaux,  leur  espèce  o\x  polynarité.  —  2.  Relations 
de  superposition.  —  3.  Hypothèses  de  superposition  ou  d'appartenance.  — 
4.  Configuration  caractéristique,  support  minime  de  n  points  distincts.  —  5.  Hypo- 
thèse secondaire.  —  6.  Uemarques  sur  les  domaines  binaire  et  ternaire.  —  7.  Sup- 
port minime  (élément  de  jonction)  et  axe  maxime  (élément  d'intersection) 
d'éléments  distincts.  —  8.  Relation  capitale  entre  les  polynarités  de  deux  éléments 
et  celles  de  leurs  éléments  de  jonction  et  d'intersection. 

1.  La  Géométrie  générale  de  position  ou  Géométrie  synthétique 
moderne^  envisage  un  ensemble  d'éléments  fondamentaux  de  diverses 
espèces,  entre  lesquels  peuvent  exister  des  relations  transitives  non 
symétriques  (voir  Chap.  préL,  §  I,  3),  appelées  souvent  «  relations 
d^ appartenance  »,  et  que  nous  qualifierons,  au  moins  provisoire- 
ment, de  relations  de  superposition  [voir  la  note  ('  )]. 

Les  éléments  géométriques  fondamentaux  recevront  la  dénomi- 
nation spécifique  de  plans. 

On  distinguera  :  les  éléments  (ou  plans)  primordiaux  ou  pri- 
maires., appelés  atissi  points;  les  éléments  (ou  plans)  binaires., 
appelés  aussi  droites  (espaces  à  une  dimension);  les  éléments  (ou 
plans)  ternaires^  appelés  aussi  plans  ordinaires  (espaces  à  deux 
dimensions);  les  éléments  (ou  plams)  quaternaires  ou  hyperplans 
(espaces  ordinaires  à  trois  dimensions),  etc.;  les  éléments  (ou  plans) 
n-aires  (lisez  ène-aires),  espaces  à  /i  —  i  dimensions,  etc. 

L'espèce  d'un  élément  sera  caractérisée  par  un  entier  positif  non 
nul  que  nous  appellerons  sa  polynarité  ;  c'est  le  nombre  minime 
d'éléments  primaires  ou  points  distincts,  susceptibles  de  déterminer 
univoquement  l'élément  considéré,  sous  la  condition  de  lui  être  atta- 
chés par  des  relations  de  superposition  (en  vertu  de  la  première 
hypothèse  fondamentale  exposée  un  peu  plus  loin). 
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Pour  indiquer  l'espèce  d'un  élément,  on  fera  figurer  sa  poljnarité 
en  exposant  du  symbole  qui  désigne  cet  élément.  Ainsi,  on  pourra 
désigner  un  plan  «-aire  par  l'expression  P",  l'exposant  n  étant  sa 
poljnarité  et  l'indice  variable  x  servant  à  distinguer  les  uns  des 
autres  des  plans  isopoljnaires. 

(La  poljnarité  d'un  élément  est  supérieure  d'une  unité  à  ce  que 
Ton  appelle  d'habitude  le  nombre  de  dimensions  de  cet  élément.  ) 

2.  Une  relation  de  superposition  d'un  plan  A-aire  P^  à  un  plan 
/?-aire  P"  de  polynarité  supérieure  {k<in)^  est  une  relation /?ar 
définition  transitive  et  non  symétrique^  en  vertu  de  laquelle  nous 
dirons  que  l'élément  P*  repose  sur  (')  l'élément  P". 

Cette  relation  étant  asymétrique  par  définition,  si  les  poljnarités 
des  éléments  envisagés  sont  distinctes,  il  en  résulte  une  relation 
inverse  (également  transitive  et  asjmétrique),  dite  d^infraposition^ 
de  l'élément  de  poljnarité  supérieure  P"  à  l'élément  de  poljnarité 
inférieure  P^,  en  vertu  de  laquelle  nous  dirons  que  P"  supporte  P*. 
Nous  dirons  encore  indifféremment,  pour  exprimer  la  relation  de 
superposition  de  P*  à  P"  (/»  <  Ji)  que  P^  est  un  support  de  P*,  ou 
que  P^  est  un  axe  de  P"(-). 

En  vertu  de  la  transitivité  de  la  relation  de  superposition,  si  un 
élément  P^  repose  sur  un  élément  P^(A  <^  /i),  tout  élément  P^  de 
poljnarité  x  inférieure  à  k  reposant  sur  P*  repose  aussi  sur  P'*,  et 
plus  généralement  sur  tout  élément  P^  (de  poljnarité  :;  supérieure 


(*)  On  dit  plus  communément  que  P'^  appartient  à  P".  La  locution  «  appar- 
tient à  »,  d'où  dérive  l'expression  de  relation  A^ appartenance,  vient  de  ce  que 
l'on  considère  hai^itueliement  un  plan  de  polynarité  n  comme  un  sous-ensemble 
de  points,  univoquement  déterminé  à  travers  un  ensemble  initial  de  points  par 
n  points  de  cet  ensemble  (n'appartenant  simultanément  à  nul  ensemble  de  polynarité 
inférieure  an),  conformément  aux  hypothèses  fondamentales  d'appartenance.  On 
dit  alors  que  le  plan  P*  appartient  au  plan  P,,  (Â<n),  si  les  points  du  sous- 
ensemble  (P*)  appartiennent  au  sous-ensemble  de  points  (P")  :  la  relation  d'appar- 
tenance est  alors  évidemment  transitive.  Mais  nous  aimons  mieux  considérer  les 
plans  d'espèces  diverses  comme  des  entités  distinctes  de  l'ensemble  des  points  qui 
peuvent  y  reposer;  l'ensemble  des  points  reposant  sur  un  même  plan  /?-aire  s'appel- 
lera un  champ  ponctuel  n-aire.  En  adoptant  ce  point  de  vue,  la  transitivité  de  la 
relation  de  superposition  doit  être  posée  par  définition. 

(^)  On  qualifie  souvent  d'éléments  unis  deux  éléments  entre  lesquels  existe  une 
relation  de  superposition.  Il  convient  d'observer  que  cette  forme  symétrique  donnée 
à  la  relation  de  superposition  cesse  d'être  transitive  :  ainsi,  une  droite  et  un  plan 
ternaire  étant  unis,  un  point  uni  au  plan  n'est  généralement  pas  uni  à  la  droite. 
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à  n)  supportant  P".  Ou  encore  :  si  P^^  supporte   P^,  tout  axe(\G  V^ 
est  axe  de  P"  et  de  tout  support  de  P". 

3.  Hypothèses  fondamentales  de  superposition  (ou  d^apparle- 
nance).  —  l'^Deux  points  distincts  reposent  toujours  5à/-  une  unique 
même  droite;  trois  points  distincts,  ne  reposant  pas  simultané- 
ment sur  une  même  droite^  reposent  toujours  sur  un  unique  même 
pian  ternaire',  et  plus  généralement,  n  points  distincts,  ne  reposant 
simultanément  sur  nul  élément  de  polynarité  inférieure  à  //, 
reposent  toujours  sur  un  unique  même  plan   n-aire. 

2°  Un  plan  7z-aire  qui  porte  k  points  { k  <i  n)  ne  reposant  simulta- 
nément sur  nul  élément  de  polynarité  inférieure  à  X ,  porte  aussi  le 
plan  Â-aire  unique  qui  supporte  ces  X  points  (et,  par  suite,  porte 
anssi  tous  les  éléments  de  poljnarités  inférieures  à  k  supportés  par 
ce  plan  /.-aire). 

3°  Si  un  plan  /?-aire  P^  et  une  droite  P^  reposent  sur  un  même  plan 
(/i  H-  i)-aire,  il  y  a  toujours  au  moins  un  point  reposant  simultané- 
ment sur  la  droite  et  sur  ce  plan  /z-aire,  c'est-à-dire  qui  soit  un  axe 
commun  à  ces  deux  éléments.  (S'il  y  a  deux  tels  éléments,  il  résulte 
de  l'hypothèse  précédente  que  le  plan  /^-aire  supporte  la  droite  et 
tout  point  reposant  sur  cette  droite.) 

4.  Nous  dirons  que  n  points  distincts  sont  les  sommets  d'une 
même  configuration  caractéristique  n-aire,  s'ils  ne  reposent 
simultanément  sur  nul  élément  de  polynarité  inférieure  à  //. 

L'existence  de  configurations  //-aires  résulte  immédiatement  : 
I**  de  l'existence  admise  de  configurations  [n  —  r)-aires;  2"  de  l'hy- 
pothèse que  tous  les  points  de  l'ensemble  fondamental  géométrique 
ne  reposent  pas  simultanément  sur  un  même  plan  [n  —  i)-aire; 
3°  de  la  première  hypothèse  fondamentale,  admise  jusqu'à  la  polyna- 
rité n  —  I  inclusivement. 

Car  si  un  point  ne  repose  pas  sur  le  plan  (/?  —  i)-aire  unique  qui 
porte  les  sommets  d'une  configuration  (n  —  i)-aire,  ces  n  —  i  som- 
mets et  le  point  envisagé  sont  les  sommets  d'une  même  configura- 
tion /i-aire.  Ils  né  reposent  simultanément,  en  effet,  ni  sur  nul  plan 
{^n  —  i)-aire,  puisque  le  plan  (/i  —  i)-aire  unique  qui  porte  les 
(/i  —  i)  premiers  points  ne  supporte  pas  le  dernier;  ni  sur  nul  plan 
de    polynarité    inférieure    à    n  —  i,    puisque    les    n  —  1     premiers, 
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sommets  d'une  configuration  caractéristique  (/i  —  i)-aire,  ne  sauraient 
reposer  simultanément  sur  un  tel  plan. 

Deux  points  distincts  ont  toujours  un  support  commun  binaire 
unique;  n  points  distincts  ont  toujours  un  ou  (ie^  supports  communs 
de  polynarités  comprises  entre  2  et  /^,  pouvant  atteindre  ces  limites 
(s'ils  n'ont  nul  support  commun  de  poljnarité  inférieure  à  /?,  ils  ont 
un  support  commun  n-dL\YQ). 

Ln  support  de  poljnarité  minime  commun  à  n  points  distincts 
est  unique^  et  s'il  a  pour  poljnarité  A,  il  J  a  toujours  parmi  les 
points  du  /i-uple  envisagé  au  moins  un  sjstème  de  k  points  formant 
une  configuration  caractéristique  A-aire. 

Car  si  on  l'admet  pour  n'  =:  n  —  i,  le  support  minime  unique  de 
/?  —  I  des  points  du  /i-uple  porte,  s'il  a  pour  poljnarité  A",  une  con- 
figuration caractéristique  A-aire  formée  par  A  de  ces  ti  —  i  points;  s'il 
porte  le  /i-ième  point,  c'est  le  support  minime  du  n-uple,  et  il  satis- 
fait à  la  condition  énoncée.  Sinon,  le  plan  (  A  -j-ij-aire  unique  qui 
porte  ces  A  points  et  le  /i-ième  point  [ce  dernier,  ne  reposant  pas 
sur  le  plan  A-aire,  forme  avec  les  k  précédents  une  configuration 
(A  +i)-aire]  est  le  support  minime  unique,  et  il  jouit  de  la  pro- 
priété mentionnée. 

On  a  construit  une  configuration  caractéristique  /i-aire  par  l'ad- 
jonction à  une  configuration  {n  —  i)-aire,  d'un  point  ne  reposant 
pas  sur  le  plan  (n  —  i)-aire  qui  porte  les  sommets  de  celle-ci. 

Réciproquement,  n  —  i  sommets  arbitraires  d'une  configuration 
caractéristique  /^-aire  sont  les  sommets  d'une  configuration  caracté- 
ristique {n  —  i)-aire.  Car  la  poljnarité  k  de  leur  support  minime  ne 
saurait  être  inférieure  à  n  —  i ,  sans  quoi  k  de  ces  n  —  i  points  for- 
meraient une  configuration  caractéristique  A-aire  de  ce  support 
minime,  et  le  plan  (A  -f-i)-aire  unique  de  support  de  ces  A  points  et 
du  /?-ième  point  supportant  aussi  les  n  —  i  points  envisagés  (2''  hjpo- 
thése),  et  en  définitive  tous  les  n  points,  aurait  une  poljnarité  infé- 
rieure à  îi. 

11  en  résulte  immédiatement  que  k  sommets  arbitraires  d'une  con- 
figuration 7î-aire  forment  une  configuration  caractéristique  A -aire. 

o.  Hypothèse  secondaire.  —  Tout  plan  /i-aire  porte  au  moins 
un  points  et  si  l'on  considère  un  ensemble  fini  de  points  distincts  et 
d  éléments  distincts  de  poljnarités  diverses  inférieures  à  n  reposant 
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sur  un  même  plan  «-aire,  ce  plan  supporte  au  moins  un  point  dis- 
tinct des  points  de  l'ensemble  et  ne  reposant  sur  nul  élément  de 
l'ensemble  (ou,  comme  on  dit  souvent,  extérieur  à  tout  élément  de 
l'ensemble). 

Il  résulte  de  cette  hypothèse  secondaire  qu'un  plan  Ai-aire  porte 
toujours  des  systèmes  de  n  points  le  déterminant  effectivement, 
c'est-à-dire  ne  reposant  simultanément  sur  nul  élément  de  polyna- 
rité  inférieure  à  n^  autrement  dit  des  configurations  caractéris- 
tiques n-aires. 

Car  s'il  porte  une  configuration  caractéristique  X-aire  (A  <^  n)^  il 
porte  aussi  (hypothèse  fondamentale  2)  le  plan  A^-aire  de  support  de 
cette  configuration,  ainsi  qu'un  point  extérieur  à  ce  plan  (hypothèse 
secondaire)  et  formant  avec  les  k  premiers  une  configuration  carac- 
téristique (A-f- i)-aire. 

[Cette  conclusion  cesse  d'être  la  conséquence  d'une  hypothèse,  si 
l'on  adopte  le  point  de  vue  d'appartenance,  mentionné  dans  la  note  ('), 
un  plan  «-aire  étant  alors  envisagé  comme  un  ensemble  de  points 
déterminé  par  n  de  ses  points  formant  une  configuration  7?-aire.  ] 

La  relation  de  superposition  n'a  été  définie  que  pour  deux  élé- 
ments de  poly«arités  différentes.  Si  on  l'étend  à  deux  éléments  iso- 
polynaires  Pj*,  P'^,  on  voit  qu'elle  devient  symétrique  et  entraîne  la 
coïncidence  de  ces  éléments.  Car,  en  supposant  que  P"  porte  Pg,  il 
portera  aussi  un  système  de  n  points  caractéristique  de  ce  dernier 
et  se  confondra  par  suite  avec  lui,  le  plan  «-aire  qui  supporte  un  tel 
système  étant  unique. 

Si  l'on  étend  la  deuxième  hypothèse  fondamentale  au  cas  de  A=/?, 
tout  plan  est  pour  soi-même  un  support  (et,  par  suite,  un  axe); 
autrement  dit,  la  relation  de  superposition  est  réflexe.  On  en  tiendra 
compte  dans  la  recherche  des  axes  et  supports  communs  à  divers 
éléments. 

Remarque.  — ^  Au  sujet  de  Fhypothèse  secondaire,  observons  qu'il 
résultera  du  postulat  de  disposition  polygonale  à  caractère  pro- 
jectif  de  l'ensemble  des  points  d'une  droite  (qui  sera  exposé  au 
Chapitre  IV)  qu'en  supposant  l'existence  d'un  point  C  extérieur  à  la 
droite  de  deux  points  A,  B  (c'est-à-dire  en  supposant  que  la  Géomé- 
trie ne  soit  pas  limitée  au  domaine  binaire),  il  suffit  de  postuler  dans 
le  plan  ternaire  ABC  l'existence  d'un  quatrième  point  D  extérieur  à 
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chacune  des  droites  AB,  BG,  CA,  pour  en  déduire  l'existence,  sur 
la  droite  AB,  d'une  infinité  de  points  formant  un  ensemble  poljgo- 
nalement  ordonné  (voir  Chap.  JII,  sur  la  Disposition  polygonale), 
dense  en  soi  et  correspondant  biunivoquement  à  l'ensemble  des 
nombres  rationnels  (Chap.  X).  La  proposition  qu'énonce  l'hypothèse 
secondaire  devient  alors  une  simple  conséquence  de  cette  propriété 
(et  des  hypothèses  fondamentales). 

6.  Les  propriétés  intrinsèques  des  systèmes  de  points  reposant 
sur  une  même  droite  (ou,  comme  on  dit,  de  points  alignés)  résultent 
de  celles  des  éléments  reposant  sur  un  même  plan  ternaire  suppor- 
tant la  droite,  les  points  de  cette  droite  étant  considérés  comme 
traces  de  droites  du  plan,  c'est-à-dire  étant  supposés  reposer  sur  des 
droites  du  plan  (en  vertu  de  la  troisième  hypothèse  fondamentale, 
il  y  a  toujours  un  point  reposant  simultanément  sur  la  droite  donnée 
et  sur  une  droite  arbitraire  reposant  sur  un  plan  ternaire  qui  sup- 
porte la  première). 

Si  la  Géométrie  se  bornait  au  domaine  binaire^  c'est-à-dire  si 
les  points  de  l'ensemble  fondamental  étaient  supposés  reposer  sur 
une  seule  et  même  droite,  sans  qu'ils  fussent  reliés  par  des  relations 
de  superposition  avec  d'autres  éléments,  les  hypothèses  précédentes 
seraient  impuissaiites  à  engendrer  des  développements  ulté- 
rieurs. 

La  Géométrie  du  domaine  binaire  suppose  donc  essentiellement 
que  celui-ci  repose  sur  un  domaine  ternaire  ;  elle  est  d'ailleurs, 
ainsi  qu'on  le  verra,  indépendante  du  support  ternaire  auxiliaire 
envisagé. 

Dans  le  domaine  ternaire,  l'une  des  deux  propositions  fondamen- 
tales d'alignement,  ou  théorème  de  Desargues ^  ne  peut  se  déduire 
des  hypothèses  fondamentales  qu'en  supposant  ce  domaine  rattaché 
par  une  relation  de  superposition  à  un  domaine  quaternaire. 

Si  donc  l'on  veut  établir  la  Géométrie  du  domaine  ternaire  sajis 
sortir  de  ce  domaine^  il  devient  nécessaire  de  poser  en  nouveau 
postulat  la  proposition  de  Desargues. 

(La  seconde  proposition  d'alignement,  ou  proposition  de  Pappus^ 
ne  peut  se  déduire  des  hypothèses  fondamentales  quelle  que  soit  la 
polynarité  du   domaine   envisagé.   On   l'énoncera   ultérieurement 
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comme  un  postulat  soit  du  domaine  ternaire,  soit  du  champ  réglé  à 
support  quaternaire.) 

7.  Nous  avons  vu  que  n  points  distincts  ont  toujours  un  support 
commun  de  poljnarité  minime  k  au  plus  égale  à  /i,  pouvant  toujours 
être  déterminé  comme  support  de  k  points  convenablement  choisis 
dans  leur  /i-uple,  et  formant  une  configuration  caractéristique  k-aire. 

Un  ensemble  fini  d'éléments  de  poljnarités  diverses  P^,  P^,  P3,  ... 
admet  aussi  un  support  minime  unique;  car  chacun  d'eux  pouvant 
être  respectivement  défini  par  un  système  de  x^  y,  ^,  .  .  .  points,  le 
support  cherché  est  le  support  minime  des  points  distincts  de  l'en- 
semble de  ces  points. 

Le  support  minime  commun  à  deux  ou  à  plusieurs  éléments  donnés 
s'appellera  Vêlement  (ou  plan)  de  jonction  de  ces  éléments. 

Tout  plan  de  support  commun  à  divers  éléments  est  un  support  de 
leur  support  minime. 

Un  élément  reposant  simultanément  sur  deux  éléments  donnés  est 
un  axe  commun  à  ces  deux  éléments.  Deux  éléments  P^',  P'^'  peuvent 
n'avoir  aucun  élément  commun  :  chacun  d'eux  est  dit  alors  complè- 
temejit  exté/'ieurk  Vautre',  nous  dirons  par  convention  dans  ce  cas 
que  leur  axe  maxime  commun  a  une  poljnarité  nulle  (^). 

Si  deux  éléments  ont  deux  axes  communs  distincts  P^,  P^,  ils  ont 
aussi  pour  axe  commun  le  support  minime  commun  à  P'J  et  à  P.^. 

On  arrive  comme  précédemment  à  un  axe  commun  de  poljnarité 
maxime  unique^  de  poljnarité  inférieure  ou  au  plus  égale  à  celle  de 
celui  des  deux  éléments  de  moindre  poljnarité,  axe  supportant  tout 
axe  commun  aux  deux  éléments.  ' 

L'axe  commun  maxime  de  deux  éléments  s'appellera  Vêlement  ou 
plan  d^ intersection  de  ces  éléments. 

8.  Théorème  L  —  Si  deux  plans  P'",  P'^  ont  un  axe  commun  P^ 
de  polynarité  A,  leur  plan  de  jonction  a  une  poljnarité  au  plus 
égale  à  m  -\-  n  —  k. 


(')  On  voit  ici  l'une  des  raisons  qui  nous  ont  fa't  choisir,,  pour  caractériser 
l'espèce  d'un  élément,  le  nombre  que  nous  avons  appelé  sa  polynarité^  supérieur 
dune  unité  à  ce  que  l'on  appelle  d'habitude  le  nombre  de  dimensions  de  cet 
élément.  Dans  notie  système,  le  caractère  de  l'intersection  de  deux  éléments,  même 
complèlement  extérieurs  l'un  à  l'autre,  est  toujours  représenté  par  un  entier  positif 
ou  nul. 
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Car  chaque  plan  P'"  ou  P^^  peut  être  défini  par  k  points  reposant 
sur  P^,  et  (m  —  /r),  (n  —  k)  autres  points  respectivement;  et  le 
support  minime  de  ces  (^ni  -\-  n  —  k)  points  a  une  polynarité  au  plus 
égale  à  m  -h  /i  —  /  . 

TnitORÈME  11  (Réciproque  de  I).  —  Si  deux  plans  P'",  P"  ont  un 
support  commun  Y*'n+n-k^  ^^  polynarité  ni  +  /^  —  k,  leur  élément 
cV intersection  a  une  polynarité  au  moins  égale  à  k. 

Pour  A=:  I ,  si  l'un  des  nombres  m  ou  n  est  égal  à  2,  ce  théorème 
se  réduit  à  la  troisième  hypothèse  fondamentale. 

Nous  plaçant  toujours  dans  le  cas  de  A'  =  i ,  c'est-à-dire,  suppo- 
sant que  P'"  et  P"  cdent  un  support  commun  P"i+«-<^  de  polyna- 
rité m-\-n  —  I,  admettons  ce  théorème  pour  toute  valeur  de  m  et 
jusqu'à  la  valeur  /i'=  ji  —  1  inclusivement. 

Considérons  une  configuration  caractéristique  /î-aire  du  plan  P^  ; 
soit  A  un  sommet  arbitraire  de  cette  configuration  et  P'^"*  le  plan 
{n  —  i)-aire  unique  (reposant  sur  P")  des  n  —  i  autres  sommets. 

Si  A  est  extérieur  à  P'",  le  plan  ( /?« -|- i )-aire  (P"%  A)  et  le 
plan  (/?  —  i)-aire  P"~^*,  reposant  tous  deux  sur  le  plan  P'«+«-<, 
support  commun  de  P'"  et  de  P",  où 

/;i  -t-  Al  —  1  =  (  /«  +  I  )  -f-  (/i  —  f  )  —  I , 

auront  au  moins  un  point-axe  commun  B,  distinct  de  A  (puisque  A 
est  extérieur  à  [*""'  ). 

Si  le  point  B  est  extérieur  à  P'",  la  droite  AB  et  le  plan  P'", 
reposant  tous  deux  sur  le  plan  (w-|-i)-aire  (P'",  A),  auront  un 
point-axe  commun  C;  mais  G,  reposant  sur  AB,  repose  aussi  sur  P'*, 
puisque  B  est  uni  à  P"    '  et  que  P'^^:  (P"~',  A). 

Donc  P'"  et  P"  ont  un  point-axe  commun  C.  c.    q.   f.  d. 

Supposons  maintenant  le  théorème  établi  pour  toute  valeur  de  ni 
et  de  /i,  et  jusqu'à  la  valeur  A'=  k  —  i  inclusivement. 

Alors  P'"  et  P"  auront  un  axe  commun  P'^~'  de  polynarité  au  moins 
égale  à  A- —  i,  car  reposant  sur  le  plan  V^^n-k^  {[^  reposent  aussi  sur 
tout  plan  P"*+«-('^    O  supportant  le  premier. 

Formons  une  configuration  caractéristique  /;?-aire  de  P'",  dont 
k  —  I  sommets  soient  une  configuration  caractéristique  de  P^"' ; 
les  m  —  (A  —  1)  autres  sommets  de  la  configuration  m-aire  définissent 
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univoquement   un  plan  P'^f^-O  reposant  sur  P'«  et  complètement 

extérieur  à  P^~*   (c'est-à-dire  sans  axe  commun  avec  ce  plan,  car 

s'ils    avaient   un    axe  commun,   leur  support    minime,   en  vertu    du 

théorème  précédent,  aurait  une  poljnarité  inférieure  km). 

Les  plans  P'^,  P'«  (^-<),  reposant  simultanément  sur  le  plan  P"*+«^ 

où 

m  -\-  n  —  k  =  n  -^[m  —  (k  —  i)J  —  i, 

auront  un  point  commun  A.  Ce  point  étant  extérieur  au  plan  P'^"', 
le  plan  P^  qui  supporte  ces  deux  éléments,  axe  commun  à  P^*  et  à  P", 
a  pour  poljnarité  A\  c.   q.   f.   d. 

Conclusion.  —  Entre  les polynarités  w,  n  de  deux  éléments^  et 
celles  /,  j  de  leurs  éléments  d'intersection  et  de  jonction^  on  a 
toujours  la  relation  fondamentale 

i  -\~  /  =  nt.  -h  n 

(en  convenant  de  dire  de  deux  éléments  sans  axe  commun,  c'est-à-dire 
complètement  extérieurs  l'un  à  l'autre,  que  leur  axe  maxime  commun 
a  une  poljnarité  nulle). 

Observation.  —  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  pour  vérifier  les 
assertions  du  texte,  concernant  les  poljnarités  d'éléments  envisagés, 
le  lecteur  n^aura  qu'à  se  reporter  à  la  relation  fondamentale 

i  -{-  /  z=  m  -h  n. 

II.  —  Formes  fondamentales  géométriques. 

I 
1.   A.xe  et  support  (soutien),  éléments  constitutifs,  espèce  d'une  forme  fondamentale 

géométrique  (indéfinie  ou  définie);  formes  axées  et  anaxes  (ou  champs),  formes 
centrées  (gerbes),  formes  d'axe  binaire  (feuillées).  —  2.  Les  deux  formes  linéaires 
ipuncti  et  duali)  de  soutien  donné;  cas  où  il  n'y  a  qu'une  telle  forme;  polynarité 
intrinsèque  d'une  forme  linéaire.  —  3.  Enuméralion  des  formes  de  support  binaire, 
ternaire  ou  quaternaire.  —  4.  Champ  caractéristique  ou  section  d'une  forme,  et 
forme  projetant  un  champ;  caractère  d'une  forme  définie;  formes  isogènes,  isosimi- 
laires et  dualisimilaires  :  cas  de  formes  linéaires;  relation  de  projeclivité  entre 
formes  isosimilaires.  —  5.  Relation  de  dualité  entre  formes  dualisimilaires;  colli- 
néation,  projectivilé,  homographie,  dualité,  corrélation;  équivalences  homogra- 
phiques.  —  6.  Observation  sur  le  principe  de  dualité. 

l.  L'ensemble  d'un  axe  et  d'un  support  d'un  même  élément  fon- 
damental géométrique  (axe  reposant  nécessairement  sur  le  support) 
constitue  un  soutien  de  cet  élément. 
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L'ensemble  des  éléments  de  poljnarités  diverses  qui  admettent  un 
soutien  donné  (poljnarités  comprises  entre  celles  de  l'axe  et  du 
support)  constitue  une  forme  fondamentale  géométrique  indé- 
finie ('),  qui  a  pour  axe  et  support  (ou  pour  soutien)  l'axe  et  support 
donnés  (le  soutien  donné)  et  pour  éléments  constitutifs  les  éléments 
envisagés. 

Si  a  est  la  poljnarilé  de  l'axe,  et  s  celle  du  support,  la  forme 
indéfinie  sera  dite  d^espèce  (a,  s).  L'espèce  d'une  forme  indéfinie  est 
donc  caractérisée  par  un  couple  ordonné  d'entiers  distincts  rangés 
par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  dont  le  premier  (poljnarité  de 
l'axe)  peut  être  nul. 

En  retenant  seulement,  parmi  les  éléments  constitutifs  d'une  forme 
indéfinie  (<2,  s),  ceux  qui  ont  une  même  poljnarité  donnée  e,  com- 
prise entre  celles  de  l'axe  et  du  support  de  la  forme,  on  obtient  une 
forme  fondamentale  géométrique  définie^  qui  a  pour  axe  et  sup- 
port (ou  pour  soutien)  l'axe  et  support  donnés,  et  pour  éléments 
constitutifs  les  éléments  iso-e-aires  envisagés;  elle  sera  dite  d^ espèce 
(a,  e,  s). 

L'espèce  d'une  forme  définie  est  donc  caractérisée  par  un  triple 
ordonné  d'entiers  distincts  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante, 
et  dont  le  premier  (poljnarité  de  Taxe)  peut  être  nul. 

On  peut  distinguer  les  formes  axées  («  >>  o)  et  les  formes  anaxes 
(rt  z=  o)  (dont  les  éléments  constitutifs  n'admettent  pas  d'axe  à  tous 
commun)  qui  s'appelleront  des  champs  (définis  ou  indéfinis). 

Un  champ  de  support  binaire  s'appelle  une  ponctuelle. 

Si  l'axe  se  réduit  à  un  point  (a  =  i),  il  prend  le  nom  de  centre  et 
la  forme  s'appelle  une  «  forme  centrée  »  ou  gerbe;  la  gerbe  de 
droites,  de  support  ternaire^  s'appelle  une  radiée.  Les  formes  d'axe 
binaire  (a  =  2)  sont  des y^a/Z/ee^. 

2.  Une  forme  définie  sera  dite  linéaire.^  si  le  caractère  intrin- 
sèque d\in  couple  d^ éléments  constitutifs  distincts  y  demeure 
invariable;  ou,  pour  être  plus  précis,  si  les  éléments  de  jonction  et 
d^ intersection  de  deux  éléments  arbitraires  distincts  de  la  forme 
conservent  une  polynarité  invariable. 


{^)  Ces  termes  de  «  forme  indéfinie  »  ou  de   «  forme  définie  »   n'olfrenl  évidem- 
ment aucune  analogie  avec  les  expressions  identiques  usitées  en  Algèbre. 
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Ainsi,  il  j  a  deux  champs  définis  linéaires  de  support  n-aire  ; 
le  champ  ponctuel  (deux  éléments  constitutifs  ont  toujours  pour 
élément  de  jonction  une  droite,  et  n'ont  pas  d'élément  d'intersection), 
et  le  champ  à' éléments  [n  —  \)-aires  (deux  éléments  constitutifs 
ont  toujours  un  élément  d'intersection  de  polynarité  n  —  2). 

Le  premier  champ  sera  dit  punctilinéaire^  et  le  second,  duali- 
linéaire. 

Nul  autre  champ  défini  de  support  n-aire^  d'espèce  (o,  n  —  /r,  «), 
formé  d'éléments  constitutifs  de  polynarité  (/z  —  A"),  (i  <;  k<^n —  i), 
n' est  linéaire;  car  l'intersection  de  deux  éléments  y  a  une  polynarité 
variable,  de  {n  —  ik)  à  (/i  —  k  —  i).  (Ainsi,  dans  le  champ  de 
droites  de  support  quaternaire,  ou  espace  réglé  ordinaire^  deux 
àroiies  peuvent  ou  non  avoir  un  point  d'intersection.) 

(Les  deux  champs  définis  linéaires  de  support  binaire  se  con- 
fondent en  un  seul,  puisqu'ici  n  —  1  =  1,  qui  s'appelle  une  ponctuelle^ 
laquelle  peut  donc  être  envisagée  soit  comme  punctilinéaire ^  soit 
comme  ducLlilinéaiie.) 

De  même,  parmi  toutes  les  formes  définies  de  même  soutien  (ci^  5), 
il  n'y  en  a  que  deux  de  linéaires  :  l'une  à^ espèce  («,  «-+-!,  5),  où 
la  polynarité  de  l'élément  constitutif  est  supérieure  d'une  unité  à 
celle  de  l'axe;  l'autre,  à^ espèce  {a,  5  —  1,  5),  où  la  polynarité  de 
l'élément  constitutif  est  inférieure  d'une  unité  à  celle  du  support. 

La  première  sera  dile punctilinéaire^  et  la  seconde,  dualilinéaire. 

Si  la  polynarité  du  support  est  supérieure  seulement  de  deux 
unités  à  celle  de  l'axe,  les  deux  formes  linéaires  attachées  à  ce  soutien 
se  confondent  en  une  seule,  à^ espèce  {a,  « -f- i ,  a  ^  ■2);  c'est 
d'ailleurs  la  seule  forme  définie  admettant  ce  soutien,  et  on  peut 
l'envisager  soit  comme  punctilinéaire,  soit  comme  dualilinéaire. 

On  ixppeWerdi polynarité i7itrinsèque  d'une  forme  définie  linéaire^ 
la  différence  s  —  a  des  polynarités  de  son  support  et  de  son  axe.  (La 
forme  linéaire  qu'on  vient  de  considérer  est  une  forme  binaire.) 

3.  E numération  des  formes  de  support  binaire,  ternaire., 
quaternaire  : 

FORME    1)1-:    SUPPORT    BINAIRE   '. 

Forme  anaxe Ponctuelle  (o,  i,  2),  putictidualilinéaire  binaire. 
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FORMES    DIÎ    SUPPORT    TERNAIRIî    : 


\   Champ   ponctuel  (o,    i,    3),  punctilinéaiie   ternaire. 
Formes  anaxes...    \    ^,  .    7w  on      //•/•'    • 

(    Champ  règle  (o,  2,  3),  daalilineaire  ternaire. 

Forme  centrée.  ..       Radiée  (i,  2,  "i).,  punctidualilinéaire  binaire. 


FORiMES    DE   SUPPORT   QUATERNAIRE    : 

/   Champ  ponctuel  (o,  1,  4)i  punctilinéaire  quaternaire. 
Formes  anaxes...    1    Champ  planaire  (o,  3,  4)?  dualilinéaire  quaternaire. 

\    Champ  réglé  (o,  1,  4),  non  linéaire. 

\   Gerbe  de  droites  (i,  2,  4);  punctilinéaire  ternaire 

\   Gerbe  de  plans  (1,  3,  4)?  dualilinéaire  ternaire. 
Forme  axée Feuillée  (2,  3,  4)»  punctidualilinéaire  binaire. 


Formes  centrées.. 


4.  A  toute  forme  définie  axée.,  d'espèce  (a,  e,  5),  on  peut  attacher 
arbitrairement  un  champ  défini  (o,  e  —  «,  s — rt),  d'éléments 
[e  —  a)-aires  P'^"''',  dont  le  support  (5  —  rt)-aire  repose  sur  le  sup- 
port 5-aire  de  la  forme,  mais  est  complètement  extérieur  à  V axe 
a-aire  de  cette  forme. 

Un  tel  champ  s'appellera  champ  caractéristique.,  ou  section 
caractéristique  de  la  forme. 

Tout  élément  constitutif  P^  «  du  champ  caractéristique  repose  sur 
un  élément  constitutif  P^  de  la  forme,  savoir  le  plan  de  jonction  de 
l'élément  P^~^  envisagé  et  de  l'axe  de  la  forme.  Réciproquement,  tout 
élément  P^  de  la  forme  porte  un  élément  P^"«  du  champ,  qui  est 
\  intersection  de  cet  élément  P*^  avec  le  support  P^~«  du  champ. 

Nous  dirons  que  la  ïor me  projette  par  son  axe  tout  champ  carac- 
téristique, et  chacun  de  deux  champs  caractéristiques  (de  supports 
distincts)  est  dit  la  projection  sur  son  propre  support,  et  par  l'axe 
de  la  forme,  de  l'autre  champ. 

Deux  champs,  de  supports  et  d'éléments  constitutifs  isopoljnaires, 
peuvent  toujours  être  considérés  chacun  comme  une  projection  de 
l'autre.  Il  suffit  en  effet  de  choisir  un  axe  arbitraire  complètement 
extérieur  à  chacun  de  ces  supports  (et  dont  l'intersection  avec  le 
plan  de  jonction  de  ces  supports  ait  une  poljnarité  égale  à  la  diffé- 
rence entre  la  polynarité  de  ce  plan  de  jonction  et  la  commune  polj- 
narité des  supports)  :  la  forme  qui  par  cet  axe  projette  l'un  des 
champs,  admet  l'autre  pour  champ  caractéristique. 
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Nous  appellerons  caractère  d'une  forme  d'e/t/z/e,  d'espèce  (a,  e,  5), 
le  couple  ordonné  d'enliers  (e  —  a,  ^  —  a),  qui  sont  les  poljnarités 
de  l'élément  constitutif  et  du  support  d'un  champ  caractéristique  de 
cette  forme. 

Une  forme  définie  est  linéaire  ou  non  (et  puncti  ou  dunli)  en 
même  temps  que  son  champ  caractéristique,  et  la  polynarité  intrin- 
sèque d'une  forme  linéaire  n'est  autre  que  celle  de  ce  champ. 

Deux  formes  définies  (linéaires  ou  non)  de  même  espèce  seront 
dites  iso gènes ^  et  deux  formes  définies  de  même  caractère  (dont  les 
champs  caractéristiques  sont  de  même  espèce)  seront  dites  isosimi- 
laires. 

En  général,  on  dit  que  deux  éléments  fondamentaux  géomé- 
triques P-^,  P^,  sont  à^ espèces  n-airement  carré latii'es^  si  la 
somme  x-\-y  de  leurs  poljnarités  est  égale  à  n. 

Deux  champs  définis,  de  supports  isopoljnaires  de  polynarité  72, 
seront  dits  daalisimilaires^  si  leurs  éléments  constitutifs  sont 
d^ espèces  n-airement  corrélatives. 

Deux  formes  définies  F(a,  e,  5),  F' (a',  e',  5)  seront  dites  duali- 
similaires,  si  leurs  champs  caractéristiques  le  sont. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  deux 
formes  F,  F'  soient  iso-  ou  duali-sïxmidiives^  sont  les  relations  sui- 
vantes, entre  les  coefficients  des  espèces  de  ces  formes  : 


Isosimilarité  : 


Dualisimilarité 


s  -h  a'  =  5'-+-  a, 
e  -+-  a'  =  e'-h  a. 

s  -\~  a'  =  s'  -i-a  =  e  -{-  e' 


Dans  le  cas  de  dualisimilarité,  les  sommes  des  poljnarités  :  de 
l'axe  de  chacune  et  du  support  de  l'autre,  ainsi  que  d'éléments  cons- 
titutifs de  l'une  et  de  l'autre,  sont  égales.  Leur  valeur  commune  sera 
le  module  de  la  dualisimilarité. 

Deux  formes  linéaires  iso-  ou  duali-similaires  sont  isopolynaires  ; 
et  réciproquement  deux  formes  linéaires  isopolynaires  sont  ou 
isosimilaires  (toutes  deux  ou  puncti-  ou  û?wa//-linéaires),  ou  duali- 
similaires  {Vune puncti-,  l'autre  (^wa /«-linéaire). 
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On  peut  toujours,  par  une  relation  partout  biunivoque  ('),  rap- 
porter terme  à  terme,  les  éléments  constitutifs  de  deux  formes 
définies  isosimilaires,  de  telle  sorte  qu'à  des  éléments  constitutifs  de 
l'une,  appartenant  à  une  même  forme  secondaire  reposant  sur  celle-ci, 
soient  associés  des  éléments  constitutifs  de  l'autre,  appartenant  à 
une  même  forme  secondaire  reposant  sur  cette  dernière  (^),  ces  deux 
formes  secondaires  étant  aussi  isosimilaires. 

Une  telle  relation  entre  deux  formes  isosimilaires  s'appellera  une 
projectivité. 

Par  exemple,  deux  champs  caractéristiques  de  deux  formes  isosimi- 
laires étant  de  même  espèce^  peuvent,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  être  consi- 
dérés comme  champs  caractéristiques  d'une  même  troisièm,e  forme. 
Celle-ci  rapporte  de  la  façon  indiquée  l'un  à  l'autre  les  deux  champs, 
et  par  suite  l'une  à  l'autre  les  deux  formes  envisagées. 

Si,  à  partir  d'une  forme  donnée,  on  fait  une  suite  alternative  finie  de 
sections  caractéristiques  et  de  projections,  chaque  projection  étant 
faite  par  un  axe  extérieur  au  support  de  la  section  précédente,  les  deux 
formes-  extrêmes  sont  mises  évidemment  en  relation  de  projectivité. 

Une  projectivité  entre  deux  formes  définies  isosimilaires  entraîne 
aussi  une  projectivité  entre  les  deux  formes  définies  (isosimilaires) 
qui  ont  respectivement  mêmes  axes  et  mêmes  supports  que  les  pre- 
mières, mais  où  les  poljnarités  de  leurs  éléments  constitutifs  sont 
augmentées  (ou  sont  diminuées)  d'une  unité;  ces  nouveaux  éléments 
se  correspondent,  en  eff*et,  comme  supports  (ou  comme  axes)  d'élé- 
ments correspondants  des  premières  formes.  On  voit  donc  que,  de 
proche  en  proche,  tout  couple  de  formes  définies  isosimilaires  de 
mêmes  axes  et  supports  que  les  premières  et  n'en  diff'érant  que  par 
les  poljnarités  de  leurs  éléments  constitutifs,  sont  mises  en  relation 
de  projectivité.  Les  deux  formes  indéfinies  de  mêmes  axes  et  de 
mêmes  supports  que  les  premières  sont  alors  dites  aussi  rapportées 
projectivement. 

(')  Nous  disons  ^^  partout  »  biunivoque,  vu  que  l'on  considère  aussi  des  transfor- 
mations «  en  général  »  biunivoques.  Ainsi,  dans  le  plan  ternaire,  l'inversion  ponc- 
tuelle de  Steiner  est  une  transformation  «  en  général  »,  mais  non  «  partout  » 
biunivoque,  puisqu'il  y  a  trois  points  pour  chacun  desquels  le  pcjint  inverse  est 
indéterminé  (sur  le  coté  opposé  dans  le  triangle  de  ces  points). 

(-)  Nous  disons  qu'une  forme  Fj  repose  sur  une  forme  V^,  laquelle  supporte  F^  si 
tout  élément  coristltutif  de  Fj  est  élément  constitutif  de  ¥^;  c'est-à-dire  si,  leurs 
éléments  constitutifs  étant  isopolynaires^  le  support  de  Fj  repose  sur  celui  de  F,, 
tandis  que  Vaxe  de  F,  supporte  Vaxe  de  F^. 
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Les  Géométries  intrinsèques  de  formes  isosimiJaires  sont  abstrai- 
tement identiques. 

5.  Supposons  que  l'on  puisse  rapporter  terme  à  terme  les  éléments 
constitutifs  de  deux  formes  daalisimilaires ^  de  telle  sorte  qu'à  des 
éléments  constitutifs  de  l'une  appartenant  à  une  même  forme  secon- 
daire reposant  sur  celle-ci  soient  associés  des  éléments  constitutifs 
de  l'autre,  appartenant  à  une  même  forme  secondaire  reposant  sur 
cette  dernière,  les  deux  formes  secondaires  étant  dualisimilaires. 

Une  telle  relation  s'appellera  une  dualité  entre  les  deux  formes. 

Une  dualité  entre  deux  formes  définies  dualisimilaires  entraîne 
aussi,  comme  dans  le  cas  de  la  projectivité,  une  dualité  entre  deux 
formes  dualisimilaires  arbitraires,  de  mêmes  axes  et  supports  que 
les  premières  et  ne  différant  de  celles-ci  que  par  les  polynarités 
de  leurs  éléments  constitutifs  (car  les  éléments  constitutifs  de  deux 
telles  formes  peuvent  s'obtenir  de  proche  en  proche  à  partir  des  pre- 
mières comme  axe  et  support  correspondants  d'éléments  correspon- 
dants de  deux  formes  précédentes).  Les  formes  non  définies  de 
mêmes  axes  et  supports  sont  alors  dites  aussi  en  relation  de  dualité. 

On  peut  donc,  pour  la  projectivité  comme  pour  la  dualité,  se  con- 
tenter d'envisager  des  formes  isopolynaircs  linéaires^  soit  toutes 
deux  puncti  ou  toutes  deux  duali  (projectivité),  soit  l'une  puncti  et 
l'autre  û??^a// (dualité). 

(Nous  n'envisagerons  pas,  entre  formes  définies  similaires  non 
linéaires^  des  relations  dont  le  caractère,  outre  d'être  partout  biuni- 
voque,  serait  défini  par  des  conditions  n'entraînant  pas,  par  la  seule 
vertu  des  hypothèses  fondamentales  d\ippartenance^  une  colli- 
néation  univoquement  déterminée  entre  formes  linéaires  de  même 
soutien  que  les  premières.  Telle  est,  par  exemple,  une  relation  entre 
droites  constitutives  de  deux  champs  réglés  quaternaires,  dont  le 
caractère  satisfasse  aux  deux  seules  conditions  :  i"  qu'elle  soit  partout 
biunivoque  ;  i^  qu'à  deux  droites  incidentes  d'un  champ  soient  tou- 
jours associées  deux  droites  incidentes  de  l'autre,  conditions  aux- 
quelles satisfont  soit  la  projectivité,  soit  la  dualité.  ) 

Si  deux  formes  isosimilaires  sont  en  outre  de  même  espèce  (/50- 
gènes),  une  relation  de  projectivité  entre  ces  formes  s'appellera  une 
relation  à^homograpJiie. 

Si  le  module  de  dualisimilarité  de  deux  formes  dualisimilaires  est 
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égal  à  la  poljnarité  à\x  plan  de  jonction  des  supports  de  ces  formes^ 
une  dualité  entre  ces  formes  s'appellera  une  corrélation. 

Dans  ces  cas,  on  peut  transformer  terme  à  terme  l'une  de  ces 
formes  dans  l'autre  par  une  transformation  honiographiq ue  (i®'  cas) 
OU  corrélative  (2*^  cas),  affectant  d^  une  façon  partout  biunivoque^ 
et  sans  en  altérer  V ensemble^  tous  les  éléments  du  plan  de  jonc- 
tion des  supports  de  ces  deux  formes. 

Les  relations  de  projectivité  et  de  dualité  entre  formes  offrent  un 
caractère  commun  qui  permet  de  les  envisager  comme  deux  modes 
d'une  même  relation,  dite  collinéation^  laquelle  se  définira  : 

Une  relation  partout  biunivoque  entre  les  éléments  constitutifs 
de  deux  formes  linéaires  isopolynaires^  telle  qu'à  des  éléments  de 
V une  constituant  une  même  forme  binaire  reposant  sur  celle-ci., 
soient  associées  dans  l  autre  des  éléments  constituant  une  même 
forme  binaire  reposant  sur  cette  dernière. 

Les  termes  de  projectivité ,  homograpliie.,  collinéation  ont  été 
introduits  respectivement  par  les  géomètres  Poncelet^  Chasles., 
Môbius,  et  indifféremment  employés  comme  synonymes;  les  termes 
de  dualité  et  de  corrélation  sont  aussi  employés  comme  syno- 
nymes. 

Nous  avons  introduit  entre  ces  termes  les  petites  différences  indi- 
quées ci-dessus,  et  que  résume  le  Tableau  suivant  : 

Collinéation...      Définition  ci-dessus. 

Projectivité.  .  .  .      Collinéation  entre  formes  isosimilaires. 

Homographie .  .      Projectivité  entre  formes  isogènes. 

Dualité Collinéation  entre  formes  dualisimilaires. 

Corrélation ...  .      Dualité  entre  deux  formes  dualisimilaires,  dont  les  supports 

ont  un  plan  de  jonction  de  polynarité  égale  au   module 

de  la  dualisimilarilé. 

[Exemple  :  Deux  gerbes  de  même  support  quaternaire.,  l'une  de 
droites^  l'autre  àe  plans  ternaires.,  peuvent  être  mises  en  relation  de 
dualité,  non  de  corrélation;  si  leurs  supports  quaternaires  supposés 
distincts  reposent  sur  un  même  plan  quincjuennaire.,  on  a  une 
corrélation.,  les  éléments  de  l'une  des  formes  pouvant  être  trans- 
formés dans  leurs  associés  de  l'autre  forme  par  une  même  transfor- 
mation corrélative.,  affectant,   sans  en  altérer  l'ensemble,   tous  les 
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éléments  du  champ  indéfini  qui  a  pour  support  le  plan  quinquennaire 
envisagé.,) 

Les  relations  de  collinéation,  de  projectivilé,  d'homographie  sont 
transitives^  non  celle  de  dualité  (sauf  cas  de  formes  binaires),  deux 
formes  en  relation  de  dualité  avec  une  même  troisième  étant  elles- 
mêmes  en  relation  de  projectivité. 

Nous  représenterons  la  relation  de  collinéation  par  le  symbole  K  y 
affectant  la  forme  d'un  H  (initiale  de  Homographie)  horizontal,  et 
dont  la  ressemblance  avec  le  symbole  de  l'égalité  rappelle  le  carac- 
tère équivalent  aire  de  la  relation. 

Une  équivalence  collinéaire  entre  deux  /i-uples  ordonnés  dont 
les  éléments  sont  ou  des  constitutifs,  ou  des  formes  secondaires  simi- 
laires de  deux  formes  similaires  [iso-  ou  duali-)  F,  F',  soit 

(A.1,  A2,  .,.,  A;^)  S  (A'i,  Ao,  ...,  A/J, 

signifie  donc  que  les  éléments  de  même  rang  de  ces  deux  /i-uples 
peuvent  être  associés  dans  une  même  collinéation  entre  les  deux 
formes  F  et  F'. 

La  collinéation  étant  une  relation  équivalenlaire,  les  systèmes 
d'éléments  collinéairement  équivalents  à  un  système  donné,  et  par 
suite  chacun  à  chaque  autre,  ont  un  caractère  abstrait  commun  qui 
s'appellera  leur  caractère  projectif. 

Les  deux  principales  propriétés  de  l'équivalence  collinéaire  sont 
les  suivantes,  qui  seront  établies  en  temps  et  lieu  : 

1°  Entre  quadruples  ordonnés  d'éléments  de  formes  binaires^ 
l'équivalence  collinéaire 

(A,,  A2,  A3,  A4)  ffi  (Bi,  B2,  B3,  B4) 
entraîne  l'équivalence 

(A,,  A2,  A3,  A4)  a  (B2,  B„  B4,  B3). 

En  particulier,  entre  quatre  jnêmes  éléments  A,,  A2,  A3,  A.,  d'une 
forme  binaire^  on  a 

(A,,  A,,  A3,  A4)  K  (A2,  A,,  A4,  A3), 
équivalence  qui  se  traduit  ainsi  : 

Le   caractère  projectif  d^un   quadruple   ordonné  d^ éléments 


Notions  de  géométrie  générale.  5i 

d\iiie  rné me  forme  binaire  dem^eare  inaltéré  si  l'on  y  permute 
deux  éléments  et  en  même  temps  les  deux  autres. 

2°  X<,  X2,  X3,  ..  .,  X»  étant  les  n  sommets  d'une  configuration 
caractéristique  /z-aire,  et  A,  B,  A',  B'  quatre  points  de  leur  support, 
l'équivalence 

(X,,  X„X3,  ....X„;A,  B)  K  (X„X„X3,  ...,  X;,,  A',  B') 
entraîne  l'équivalence 

(Xi,  X2,  X3,  ...,\..  A,  A')  ffi  (X,,X2,  X3,  ...,  X„,  B,  B'). 

6.  Nous  avons  admis  la  possibilité  de  la  relation  de  dualité. 

Cette  possibilité  ne  peut  être  immédiatement  mise  en  évidence, 
comme  il  l'a  été  fait  pour  la  projectivité.  11  faut,  pour  construire 
effectivement  une  dualité,  recourir  au  postulat  déjà  mentionné  de 
Pappus. 

Avant  de  terminer  les  généralités  sur  les  collinéations,  nous  aurons 
donc  à  présenter  ce  postulat,  et  nous  placerons  à  ce  moment  l'énu- 
mération  des  autres  postulats;  mais  nous 'parlerons  d'abord  du  théo- 
rème fondamental  de  Desargues.,  qui  constitue,  avec  le  postulat  en 
question  de  Pappus.,  les  deux  propositions  fondamentales  d^ ali- 
gnement., dont  l'exposé  fait  l'objet  des  deux  paragraphes  suivants. 

Avant  d'aborder  ce  sujet,  nous  avons  une  observation  à  présenter, 
concernant  ce  que  l'on  appelle  le  principe  de  dualité. 

Les  relations  descriptives  comprennent  les  relations  de  superpo- 
sition, et  les  relations  dites  dUncidence.,  en  vertu  desquelles  la  poly- 
narité  de  l'élément  de  jonction  ou  d'intersection  d^ éléments 
fondamentaux  géométriques  donnés  est  soumise  à  des  conditions 
données  (par  exemple,  à  la  condition  d'avoir  une  valeur  donnée), 
compatibles,  pour  toute  paire  d'éléments,  avec  la  relation  capitale 


m 


On  appelle  «  propositions  descriptives  »  celles  en  vertu  desquelles 
les  éléments  d'un  ensemble  donné  entre  lesquels  existent  certaines 
relations  descriptives.,  ou  d'un  ensemble  lié  à  celui-ci  par  des  rela- 
tions descriptives,  satisfont  également  à  d'autres  relations  descrip- 
tives. Il  faut  entendre  dans  le  même  sens  le  terme  de  (.(.propriétés 
descriptives  »  ou  (.(  propriétés  projectives  »  (qui  ne  sont  pas  altérées 
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par  les  projectivités  homographiques,  transformant  tout  élément  en 
un  élément  de  même  espèce). 

Nous  avons  appelé  «  éléments  d^ espèces  n-aiienient  corréla- 
tives ))  deux  éléments  dont  les  poljnarités  ont  leur  somme  égale  à  n. 

Une  relation  descriptive  entre  des  éléments  fondamentaux  aura, 
pour  relation  n-airement  corrélative^  une  relation  descriptive  entre 
éléments  d'espèces  /i-airement  corrélatives  de  celles  des  premiers,  et 
dans  l'énoncé  de  laquelle  superpositions  et  infrapositions  sont  réci- 
proquement remplacées  les  unes  par  les  autres  (les  termes  de  sup- 
port et  à^ axe  s'échangent  réciproquement  ;  en  particulier,  les  termes 
à!* élément  de  jonction  et  à^ élément  dHnter section). 

Une  «  proposition  descriptive  »,  concernant  un  ensemble  E  d'élé- 
ments fondamentaux  liés  par  un  ensemble  R,  de  relations  descrip- 
tives, et  en  déduisant  un  nouvel  ensemble  Ro  de  relations  descrip- 
tives, aura,  pour  n-airement  corrélative.,  une  proposition  concernant 
un  ensemble  E'  d'éléments  d'espèces  corrélatives  de  celles  des  élé- 
ments de  E,  liés  par  un  ensemble  R',  de  relations  corrélatives  de 
celles  de  Ri,  et  en  déduisant  un  ensemble  Rj  de  relations  corrélatives 
de  celles  de  R2. 

Le  principe  de  ducdité  ou  de  corrélation  (ces  termes  n'ont  pas  ici 
le  même  sens  particulier  que  précédemment)  consiste  en  ce  que 
((  toute  proposition  descriptive  concernant  un  ensemble  d'éléments 
reposant  sur  un  même  support  n-aire  entraîne  nécessairement  le 
théorème  n-cdrement  corrélatif  ». 

Ce  principe  résulte  simplement  de  ce  que,  dans  le  plan  /i-aire,  les 
hypothèses fonl amentales  de  superposition  contiennent  les  pro- 
positions n-airement  corrélatives  ('). 

Ainsi,  dans  le  plan  n-aire.,  deux  plans  de  poljnarités  x.,  j',  où 

X  -{-  y  =  Ji  ^  L^ 

ont  un  élément  d'intersection  de  poljnarité  au  moins  égale  à  t,  et 
deux  plans  d'espèces  corrélatives  de  celles  des  premiers,  c'est-à-dire 
de  poljnarités  n  —  x,  n  —  )-.  ont  un  élément  de  jonction  de  poljna- 

(')  Cette  proposition  que  les  liypothèses  fondamentales  d'appartenance  contiennent 
les  propositions  n-auement  corrélatives^  peut  èire  adoptée  comme  postulat,  au  lieu 
et  place  de  la  troisième  hypothèse  fondamentale,  relative  à  l'inlersec  lion  d'une  droite 
et  d'un  plan  {n — i)-aire  reposant  sur  un  même  plan  n-aire.  La  troisième  hypothèse 
devient  alors  une  conséquence  des  deux  premières  et  du  postulat. 
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rilé  au  plus  égale  à 

J'  =z  (n  —  x)  -i-  (  /i  —  y)  =  n  —  l. 
On  voit  que 

On  a  souvent  fait  dépendre  le  principe  de  dualité  d^ une  relation 
de  dualité  {an  sens  particulier  des  pages  précédentes)  susceptible 
d^êlre  établie  entre  chamjjs  linéaires  isopoljnaires  dualisimilaires,  et 
notamment  de  la  transformation  par  polaires  réciproques. 

Or,  une  telle  relation  de  dualité  ne  peut  être  elFectivement  cons- 
truite que  grâce  au  postulat  de  Pappus  (et  pour  ce  qui  concerne  la 
correspondance  par  polaires  réciproques  dans  le  plan  ternaire,  qu'on 
la  dérive  des  propriétés  de  l'involution  ou  de  celles  de  la  conique,  les 
propriétés  capitales  de  l'involution,  et  la  propriété  caractéristique  de 
la  conique  de  ne  pouvoir  contenir  trois  points  alignés,  ne  peuvent  se 
déduire  des  hypothèses  fondamentales  qu'à  l'aide  de  ce  postulat). 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  serait  donc  tenté  de  croire  que 
\e  principe  de  dualité  ne  s'applique  pas  à  la  Géométrie  non  pappu- 
siennCj  alors  qu't/  n^en  est  rien. 

Gomment  se  fait-il  alors,  dira-t-on,  que  l'on  puisse  établir,  en  vertu 
des  seules  hypothèses  fondamentales.^  des  coliinéations  entre  formes 
isosimilaires.,  mais  non  entre  formes  dualisimilaires  ? 

C'est  que  ces  deux  sortes  de  coliinéations,  projectivité  et  dualité., 
ne  sont  nullement  corrélatives  (au  sens  général)  l'une  de  l'autre  : 
chacune  d'elles  est  à  soi-même  sa  propre  corrélative. 

Car  dans  le  principe  de  dualité,  à  une  forme  correspond  une  forme 
dualisimilaire .,  et  à  une  collinéation  entre  deux  formes  isosimilaires 
i^projectivité)  une  collinéation  entre  deux  formes  isosimilaires 
(^simultanément  dualisimilaires  des  premières). 


III.  —  La  première  proposition  fondamentale  d'alignement. 

1.  Configuration  caractéristique.  —  2.  Configuration  surabondante.  —  3.  Théorème 
fondamental  de  Desargues  et  généralisation.  —  4.  Application  aux  ponctuelles.  — 
5.  Figure  fondamentale  homologique  et  notation  de  ses  éléments. 

1.  Nous  appelons  «  configuration  caractéristique  n-aire  »  {tri- 
angle du  plan  ternaire,  tétraèdre  du  plan  quaternaire)  Tensemble 
de  ji  points  (^sommets)   déterminant  eft'ectivement  un   plan  /i-aire 
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(c'est-à-dire  ne  reposant  simultanément  sur  nul  plan  de  poljnarité 
inférieure  à  /?),  et  des  plans  de  poljnarités  diverses  (de  2  à  /i  —  i  ), 
qui  sont  les  éléments  de  jonction  de  ces  sommets  2  à  2,  3  à  3,  .  .  ., 
n  —  I  i\  n  —  I . 

Gomme  on  l'a  déjà  vu  (§  I,  4),  p  sommets  d'une  configuration 
n-aire  sont  les  sommets  d'une  configuration  caractéristique  ^-aire. 

Les  éléments  de  jonction  des  n  sommets  comprennent  G,^^  droites^ 
Cl  plans  ternaires^  et  en  général  C^^  plans  k-aii'es. 

Les  G"~^  =  n  plans  [n  —  i)-aires  sont  dits  les  bases  de  la  configu- 
ration. A  chaque  sommet  est  dite  opposée  une  base,  plan  de  jonction 
des  n  —  I  autres  sommets. 

Un  plan  de  jonction  de  poljnarité  k  est  une  arête  k-aire. 

A  chaque  arête  A-aire  est  dite  opposée  une  arête  (/^  —  A)-aire,  élé- 
ment de  jonction  des  n  —  k  sommets  extérieurs  à  la  première.  Toute 
arête  A-aire  contient  G^'  arêtes  ^-aires  (i^/j»^A),  et  est  contenue 
dans  G^'"./  arêtes  m-aires. 

Une  telle  configuration  est  aussi  bien  déterminée  par  l'ensemble 
de  n  plans  (/z  —  i)-aires  qui  en  sont  les  bases  (qui  n'aient  aucun  point 
à  tous  commun),  et  des  éléments  de  poljnarités  diverses  (de  ai  —  2  à  i) 
qui  sont  leurs  éléments  d'intersection  2à2,3à3.  ...,  n  —  i  k  n  — ^i. 

2.  Une  configuration  sarahondanle  propre  d'un  plan  «-aire  est 
formée  de  l'ensemble  de  n  -[- 1  points  de  ce  plan,  dont  n  quelconques 
ne  reposent  pas  simultanément  sur  un  plan  de  poljnarité  inférieure 
à  n^  et  de  leurs  divers  plans  de  jonction  2  à  2,  .  . .,  //  —  i  à  /i  —  i . 

Une  configuration  surabondante  corrélative  de  ce  plan  Ai-aire  sera 
formée  de  /i  -f-  i  plans  (/i  —  i)-aires,  tels  que  n  quelconques  d'entre 
eux  n'aient  aucun  point  à  tous  commun,  et  de  leurs  divers  éléments 
d'intersection  2à2,  ...,/i  — ^i  k  n  —  i. 

On  peut  remarquer  qu'une  configuration  caractéristique  d'un 
plan  /î-aire  ne  détermine  pas  de  nouvel  élément  de  ce  plan.  Autre- 
ment dit,  l'intersection  de  deux  arêtes  delà  configuration  (quand  elles 
en  ont  une)  en  est  encore  une  arête  ou  un  sommet,  et  leur  plan  de 
jonction  est  aussi  une  arête  (ou  le  plan  de  support  de  la  configuration, 
s'il  s'agit  de  deux  arêtes  opposées). 

Soient  en  effet  une  arête  /?i-aire  et  une  arête  /)-aire,  ajant  en 
commun  A  sommets  de  la  configuration.  Leur  plan  de  jonction  est 
l'arête  portant  les  /n -\- p  —  A  sommets  supportés  par  les  deux  pre- 
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mières,  et  sa  poljnarité  ne  saurait  être  inférieure  à  m  -\- p  —  A 
(§  1,  4).  Les  deux  arêtes  de  poljnarités  m  et  p  ont  donc  pour  inter- 
section un  plan  de  poljnarité  X ,  puisque 

(m)  -h  (p)  —  (r7i-+-p  —  k)  =  k, 

qui  se  confond  avec  l'arête  de  jonction  de  leurs  /c  sommets  communs. 

Il  n'en  est  plus  de  même  pour  la  configuration  sa/abondante. 

Une  arête  /r-aire,  par  exemple,  et  l'arête  («  -j-  i  — /r)-aire  compre- 
nant les  (n-\-  i  —  k)  sommets  extérieurs  à  la  première,  reposant  toutes 
deux  sur  le  plan  /i-aire  donné,  où 

/i  =  A  -h  (  /i  -f- 1  —  /t  )  —  I , 

ont  un  point  commun  qui  n'est  pas  un  sommet  de  la  configuration. 

Les  points  ainsi  déterminés  en  déterminent  d'autres,  et  ainsi  de 
suite,  l'ensemble  ainsi  formé  étant  illimité  (comme  cela  résultera  du 
postulat  du  quadrangle  et  du  postulat  de  la  disposition  polygonale 
projective  de  l'ensemble  des  points  d'une  droite). 

Gomme  on  le  verra  dans  un  Chapitre  ultérieur  (Chap.  X),  cet 
ensemble,  dénommé  réseau  n-aire  de  Mobiiis^  est  aussi  bien  déter- 
miné par  71 -f- 1  quelconques  de  ses  points  formant  une  configuration 
surabondante. 

On  dit  aussi  que  cet  ensemble  est  V ensemble  rationnel  attaché  à 
l'une  quelconque  de  ses  configurations  surabondantes. 

Si,  détachant  de  la  configuration  choisie  (dite  de  référence)  une 
configuration  caractéristique  {àiie  fondamentale) ^  l'on  affecte  chacun 
des  sommets  de  cette  dernière  d'un  n-up le  ordonné  d^ entiers  àonl 
Il  —  1  sont  nuls  (la  position  de  l'entier  non  nul  variant  pour  chacun 
de  ces  sommets),  et  le  sommet  délaissé,  dénommé  point-unité^  d'un 
n-uple  d^ entiers  égaux ^  on  pourra  établir  (en  s'appujant  sur  les 
postulats  énoncés)  une  correspondance  biunivoque  et  réciproque 
entre  l'ensemble  en  question  et  l'ensemble  des  n-uples  ordonnés 
d'entiers  proportionnels  à  des  entiers  fixes,  ou  ensemble  des 
(/^  —  I  )-uples  ordonnés  de  nombres  rationnels. 

11  résultera  des  postulats  de  continuité  de  la  droite  (d'Archimède 
et  de  Gantor)  que  cet  ensemble  rationnel,  naturellement  partout 
dense  en  soi^  est  aussi  partout  dense  dans  le  plan  n-aire  qui  le 
supporte  (ce  qui  veut  dire  que  chacune  des  2"~'  régions  en  lesquelles 
est  séparé    un    champ  /i-aire  par  les   n  bases  d'une  configuration 
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caractéristique,  bases  appartenant  ou  non  à  l'ensemble  précédent, 
contient  des  points  de  cet  ensemble);  et  que  tout  point  du  champ 
/i-aire  est  un  point-limite  pour  cet  ensemble  (ce  qui  veut  dire  qu'à 
tout  point  arbitrairement  choisi  dans  ce  champ  /i-aire,  et  appartenant 
ou  non  à  l'ensemble,  l'on  pourra  associer  une  suite  discrète  de 
régions  /?-aédriques,  dont  les  sommets  appartiennent  tous  à  l'en- 
semble considéré,  chacune  étant  intérieure  à  la  précédente,  pour 
chacune  desquelles  le  point  envisagé  soit  un  point  intérieur,  telles 
que  tout  point  arbitraire  du  champ  distinct  du  point  envisagé  soit 
extérieur  à  l'une  des  régions  de  la  suite,  et  par  conséquent  aux  régions 
postérieures). 

Réciproquement  (Cantor)  tout  élément  limite  (T un  réseau  de 
Mobius  est  un  point  de  son  support  n-aire.  (Autrement  dit,  si  l'on 
considère  une  suite  emboîtée  de  régions  z^-aédriques  dont  les  som- 
mets appartiennent  au  réseau,  telle  que,  pour  toute  paire  de  points 
arbitrairement  choisis  dans  leur  support  /^-aire,  l'un  au  moins  soit 
toujours  extérieur  à  l'une  des  régions  de  la  suite  et  par  conséquent 
à  toute  région  postérieure,  il  j  aura  un  point  du  champ  /i-aire  inté- 
rieur à  toutes  les  régions  de  la  suite.) 

Ces  postulats  permettront  donc  d'établir  une  correspondance  biuni- 
voque  et  réciproque  entre  l'ensemble  des  points  d'un  champ  ponctuel 
7i-aire,  et  l'ensemble  des  n-uples  ordonnés  de  nombres  réels  (fixés 
à  un  facteur  de  proportionnalité  près),  ou  continu  analytique  à 
n  —  I  dimensions  (voir  Chap.  X.) 

La  trace  d'une  configuration  caractéristique  d'un  plan  /^-aire  sur 
un  plan  {n  —  [  )-aire  reposant  sur  le  premier,  est  l'ensemble  des 
axes  communs  à  ce  plan  [n  —  i)-aire  et  aux  arêtes  d'espèces  diverses 
de  la  configuration. 

Si  le  plan  (n  —  i)-aire  envisagé  ne  porte  aucun  sommet  de  la  con- 
figuration, la  trace  de  celle-ci  est  une  configuration  surabondante 
corrélative  du  plan  {n  —  i)-aire,  déterminée  par  les  n  plans  iso- 
(n  —  2  )-aires  d'intersection  de  ce  plan  (  n  —  i  )-aire  avec  les  n  bases 
de  la  première  configuration. 

3.  Si  deux  configurations  caractéristiques  /i-aires  de  sommets  dis- 
tincts ont  leurs  sommets  deux  à  deux  (un  sommet  de  l'une  et  un 
sommet  de  l'autre)  alignés  avec  un  même  point  fixe  extérieur  aux  2n 
bases  de  ces  configurations,  le  plan  de  jonction  de  deux  arêtes  homo- 
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logiies  {^)  k-aires  est  le  plan  (/r-|- i)-aire  qui  supporte  le  point  fixe 
et  l'une  de  ces  arêtes. 

Il  en  résulte  que  deux  arêtes  homologues  k-aires  ont  toujours 
une  intersection  de  polynarité  k  —  i .  %. 

Deux  cas  sont  à  considérer  : 

i"  Les  supports  «-aires  des  deux  configurations  sont  distincts^ 
mais  reposent  nécessairement  en  même  temps  que  le  point  fixe 
(extérieur  à  chacun  d'eux)  sur  U7i  même  plan  (/t  +  \)-aire  (déter- 
miné par  l'un  d'eux  et  le  point  fixe). 

Les  deux  configurations  sont  alors  dites  perspectives^  et  le  point 
fixe  est  leur  centre  de  perspective. 

Il  est  bien  évident,  dans  ce  cas,  que  les  n  intersections  (n  —  2)-aires 
des  paires  de  bases  homologues,  et  plus  généralement  les  diverses 
intersections  (k — i)-aires  des  paires  d'arêtes  homologues  /r-aires, 
reposent  sur  un  même  plan  [n  —  i )-aire,  intersection  des  plans 
/i-aires  de  support  des  deux  configurations. 

Réciproquement,  si  deux  configurations  caractéristiques  ont  leurs 
supports  distincts  et  d'incidence  maximée^  c'est-à-dire  ayant  pour 
intersection  un  plan  {n — i  )-aire  et  pour  plan  de  jonction  un  plan 
(/i-j-i  )-aire,  et  si  n  paires  distinctes  de  bases  distinctes  de  ces  con- 
figurations (une  base  de  l'une  et  une  base  associée  de  l'autre,  dites 
bases  homologues)  ont  leurs  n  intersections  {n  —  3)-aires  reposant 
simultanément  sur  le  plan  (/«  —  i)-aire  d'intersection  des  supports 
(autrement  dit,  si  les  traces  sur  ce  plan  des  deux  configurations  se 
confondent),  ces  configurations  sont  perspectives^  les  plans  de  jonc- 
tion de  paires  d'arêtes  homologues  (arêtes  provenant  de  l'intersection 
des  bases  de  deux  groupes  de  bases  homologues)  et  en  particulier  les 
droites  de  jonction  des  couples  de  sommets  homologues,  concourant 
dans  le  plan  {n  -{-  i)-aire  de  jonction  des  supports,  au  point  de  con- 
cours des  n  plans  n-aires  cjui  joignent  deux  à  deux  les  bases  asso- 
ciées des  deux  configurations, 

2°  Les  deux  configurations  reposent  sur  le  même  support  n-aire^ 
le  centre  d'alignement  (extérieur  aux  bases)  des  couples  de  sommets 
homologues  reposant  alors  nécessairement  sur  ce  support. 

(')  Un  sommet  d'une  configuration  et  un  sommet  de  l'autre  étant  dits  homologues 
quand  ils  sont  alignés  avec  le  point  fixe,  les  arêtes  Ao/no/o^wes  sont  déterminées  par 
deux  groupes  de  sommets  homologues. 
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Le  théorème  de  Desargues^  étendu  au  plan  n-aire  (le  théorème 
original  n'envisage  que  le  cas  du  plan  ternaire,  et  constitue  \di pre- 
mière proposition  fondamentale  d' alignement)^  consiste  en  ce  que 
dans  ce  cas,  tout  comme  dans  le  précédent,  les  n  intersections 
(n  — 2)-aires  des  paires  de  bases  homologues,  et  plus  généralement 
les  diverses  intersections  (k  —  \)-aires  des  paires  d'arêtes  homo- 
logues k-aires^  reposent  sur  un  même  plan  (n  —  i)-aire^  sur  lequel 
par  conséquent  les  traces  des   deux  configurations  se  confondent. 

Les  deux  configurations  sont  alors  dites  homologiques^  le  point 
fixe  et  le  plan  (/i  —  i)-aire  trouvé  étant  leur  centre  et  leur  plan 
d'homologie.  On  peut  donner  une  démonstration  où  n'intervienne 
aucun  élément  extérieur  au  plan  /«-aire  de  support  des  configura- 
tions, mais  à  cette  démonstration  échappe  justement  le  cas  de  /?  =  3, 
qui  est  le  cas  envisagé  dans  le  théorème  original. 

Il  suffit  d'établir  que  les  G^^  points  d'intersection  des  ti^roi^e^-a/'e/e^ 
homologues  reposent  sur  un  même  plan  (/?  —  i)-aire,  car  les  inter- 
sections des  divers  couples  de  plans-arêtes  A-aires  homologues  ne 
sont  autres  que  les  divers  plans  de  jonction  de  groupes  de  Cf^  de  ces 
points  (convenablement  choisis). 

Or,  partageons  l'ensemble  des  droites-arêtes  de  l'une  des  configu- 
rations en  deux  groupes  :  celles  qui  portent  un  sommet  déterminé,  et 
celles  qui,  n'étant  pas  unies  à  ce  sommet,  reposent  sur  la  base  opposée. 

Les  droites-arêtes  de  ce  dernier  groupe  ont  leurs  intersections 
avec  leurs  homologues  de  Cautre  configuration  sur  un  même  plan 
(« —  2  )-aire,  intersection  6/e  la  base  [n  —  \)-aire  qui  les  porte  et  de 
la  base  homologue. 

Deux  droites-arêtes  du  premier  groupe  déterminent  dans  leur  con- 
figuration une  arête  ternaire.,  portant  une  droite-arête  du  second 
groupe.,  et  les  intersections  de  ces  trois  droites-arêtes  avec. leurs 
homologues  de  Vautre  configuration  reposent  sur  une  même 
droite.,  intersection  du  plan  de  V arête  ternaire  qui  les  contient-  et 
du  plan  de  V arête  homologue. 

Deux  points  d'intersection  quelconques  provenant  des  premiers 
groupes  étant  donc  toujours  alignés  avec  un  point  provenant  des 
seconds  groupes,  le  plan  (  n  —  i)- aire  dé  fini  par  le  plan  de  jonction 
de  ces  derniers  (lequel,  intersection  de  deux  bases  des  configura- 
tions, a  pour  poljnarité  n  —  2)  et  un  point  arbitraire  des  premiers., 
les  contient  tous. 
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Réciproquement,  si  deux  configurations  caractéristiques  de  même 
support  n-aire  ont  leurs  traces  confondues  sur  un  même  plan 
i^ii — i)-aire  non  uni  à  nul  de  leurs  sommets  et  reposant  sur  leur 
support  commun,  ces  configurations  sont  Jiomologiques  (les  plans 
de  jonction  des  couples  d'arêtes  homologues  /c-aires  déterminées  par 
deux  groupes  de  n  —  k  bases  homologues,  et  en  particulier  les  droites 
de  jonction  de  sommets  homologues^  concourant  en  un  même  point). 

La  démonstration,  conformément  au  principe  de  dualité^  peut 
être  calquée  sur  la  précédente;  il  suffit  de  permuter  les  termes  '.jonc- 
tion et  intersection',  axe  k-aire  et  support  (71  —  k)-aire  [en  parti- 
culier bases  et  sommets;  arêtes  (n  —  2)-aires  et  droites-arêtes^. 

On  voit  que  ces  démonstrations  supposent  dans  les  configurations 
Veuïstenced^arêtes  ternaires  qui  ne  comprennent  pas  toute  la  con- 
figuration; elles  ne  s'appliquent  donc  pas  au  cas  de  ^  =:  3,  et  si  la 
Géométrie  se  limitait  au  domaine  ternaire,  il  faudrait  y  ériger 
en  postulat  le  théorème  fondamental  de  Desargues. 

La  marche  à  suivre  quand  les  deux  configurations  ont  le  même 
support,  et  pour  le  cas  de  n  =  3,  méthode  que  nous  allons  exposer 
pour  le  cas  général,  consiste  à  envisager  une  troisième  configuration 
simultanément  perspectii^e  aux  deux  premières,  dont  le  support^ 
distinct  du  support  commun  de  celles-ci,  repose  par  conséquent 
simultanément  avec  lui  sur  un  même  plan  (/i  +  i  )-aire. 

Soient  O,,  O2,  deux  points  extérieurs  au  plan  A^-aire  de  support 
des  deux  configurations,  mais  en  ligne  droite  avec  le  centre  d'aligne- 
ment O  des  couples  de  leurs  sommets  homologues,  et  reposant  par 
conséquent  simultanément  avec  le  support  n-aire  de  celles-ci  sur 
un  même  plan  [ji-\-  \)-cdre. 

S,  et  S2  étant  deux  sommets  homologues  des  configurations  (i), 
(2),  les  droites  0|  S,  et  Oo  S2  reposent  sur  un  même  plan  ternaire^ 
puisque  O,  Oo  et  S,  S2  concourent  en  O.  Elles  concourent  donc  en 
un  point  S,  et  l'ensemble  des  points  (S)  forme  une  configuration 
caractéristique  ('j  /i-aire  simultanément  perspective  aux  deux 
premières  (suivant  les  centres  respectifs  O,  et  Oo). 

(*)  Les  n  points  (S)  étant  distincts,  par  exemple,  du  point  O,  et  des  n  points  '^S,), 
leur  plan  de  jonction  ne  saurait  avoir  une  polynarité  inférieure  à  /?,  puisque  le 
plan  de  polynarité  immédiatement  supérieure^  qui  unit  ces  points  et  le  point  O,, 
contenant  aussi  les  n  points  (  Sj  ),  est  le  plan  {n  -t-  i)-aire  de  support  de  la  configura- 
tion c«/-ac<eV«fA^we  {n  -\-i)-aire  formée  du  point  Oj  et  des  n  points  (S,). 
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Les  intersections  de  paires  d'éléments  homologues  des  premières 
reposent  donc  sur  un  même  plan  {n  —  i)-aire,  intersection  de  leur 
plan  /?-aire  de  support  et  du  plan  n-aàre,  de  la  configuration  simulta- 
nément perspective. 

Réciproquement,  soient  F,,  Fo,  deux  configurations  caractéris- 
tiques /i-aires  de  même  support  S",  dont  les  traces  s'oient  confon- 
dues sur  un  même  plan  (/z  —  i)-aire  ne  contenant  aucun  sommet  de 
ces  configurations  et  reposant  sur  leur  support  [traces  formées, 
comme  on  l'a  vu  antérieurenlent,  de  n  plans  [n  —  2)-aires]. 

Considérons  un  second  plan  /z-aire  distinct  du  premier,  qui  ait 
aussi  pour  axe  le  plan  (n — \)-aire  envisagé  et  qui  repose  donc 
simultanément  avec  le  premier  support  n-aire  sur  un  même  plan 
(n  +  1  )-aire;  et  dans  ce  second  plan  /i-aire,  soient  n  plans  (n  —  i  )-aires 
n'ajant  nul  point  à  tous  commun,  et  qui  aient  chacun  pour  axe  l'une 
des  traces  (n  —  2)-aires  commune  à  deux  bases  homologues  des  deux 
configurations. 

La  configuration  caractéristique  Ai-aire  de  ces  n  plans  ayant  sa  trace 
sur  le  premier  plan  (n  —  i)-aire  confondue  avec  la  trace  commune 
des  premières,  est  perspective^  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu  {\)^àchacujie 
des  deux  autres. 

Si  O,,  Oo  sont  les  centres  respectifs  de  ces  perspectives,  les  plans 
de  jonction  des  triples  d'arêtes  homologues  X:-aires  des  trois  configu- 
rations sont  des  plans  (A -(-2)-aires  unis  à  ces  centres  O),  O2  ;  et  les 
plans  de  jonction  des  divers  couples  d'arêtes  homologues  A-aires  des 
deux  premières  configurations  (en  particulier  les  droites  de  jonction 
des  couples  de  sommets  homologues),  traces^  sur  le  support  S",  des 
plans  (A:-f-  i)-aires  précédents,  sont  unis  à  la  trace  O  sur  ce  sup- 
port de  la  droite  cjui  joint  les  centres  0<,  O^,  de  perspective.  Les 
deux  configurations  données  sont  donc  homologiques  suivant  le 
centre  O. 

4.  De  la  propriété  caractéristique  de  deux  triangles  de  même  sup- 
port ou  de  supports  distincts.,  qui  ont  leurs  sommets  deux  à  deux 
alignés,  résulte  pour  \cs,  ponctuelles^  celte  importante  proposition  : 

Deux  ponctuelles.,  de  supports  distincts.,  rapportées  perspecti- 
vement  à  une  même  troisième.,  sont  rapportées  perspectivement 
r une  à  Vautre.,  si  les  supports  de  ces  trois  ponctuelles  sont  con- 
courants (qu'ils  reposent  ou  non  sur  un  même  plan  ternaire)  et  les 
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trois  cent  l'es  de  perspective  des  trois  ponctuelles  prises  deux  à 
deux  sont  alignés.  ' 

Soient    I,   2,  3,  les  supports   concourants    des    trois  ponctuelles 

(y?«.  i,  [),  et  G|;j,  C23,  les  centres  respectifs  de  perspective  de  i  et  3, 

et  de  2  et  3. 

Fig.  1,1.. 


Deux  triples  de  points  homologues  de  ces  ponctuelles,  (X),  X2,X3), 
(Y,,  Yo,  Y}),  (les  points  d'un  triple  ne  peuvent  être  alignés  que  dans 
le  cas  unique  où  ils  reposent  sur  la  droite  de  jonction  Ci  3  G23  des 
centres,  et  confondus  qu'au  point  de  concours  des  trois  supports) 
formant  deux  triangles  dont  les  sommets  reposent  sur  les  trois 
droites  concourantes  i,  2,  3,  tandis  qu'ils  ont  chacun  un  côté  uni  à 
Cl 3,  et  un  côté  uni  à  0^3  (ils  n'ont  d'ailleurs,  s'ils  sont  distincts,  ni 
sommet  ni  côté  commun),  le  point  de  concours  C,.2  de  leurs  troi- 
sièmes côtés  X,  X2,  ^  i  ^25  t"st  aligné  avec  Ci 3  et  C23. 

La  trace  C,2  sur  C13  C23  de  la  droite  qui  joint  deux  points  homo- 
logues des  ponctuelles  I,  2,  est  donc  fixe,  et  ces  deux  ponctuelles  sont 
perspectives  parle  centre  C,2.  c.  q.  f.  d. 

o.  Nous  appellerons  configuration  homologique  fondamentale 
du  plan  /?-aire,  Vensemble  de  deux  configurations  caractéristiques 
homologiques  de  ce  plan  /i-aire;  de  leur  centre  et  de  leur  plan  d'ho- 
mologie  ;  des  plans  de  jonction  (concourant  au  centre)  et  d'intersec- 
tion (reposant  sur  le  plan  d'homologie)  de  leurs  éléments  homo- 
logues. 
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La  seconde  démonstration  que  l'on  a  donnée  du  théorème  généra- 
lisé de  Desargues,  montre  clairement  que  la  configuration  homolo- 
gique  fondamentale  du  plan  /i-aire  n'est  autre  chose  que  la  trace,  sur 
ce  plan  /i-aire,  cV  une  configuration  surabondante  propre  à\u\^\din 
( /z -f- 1 )-aire  supportant  le  premier,  configuration  constituée  (se  re- 
porter à  la  démonstration  citée)  par  la  troisième  configuration  carac- 
téristique auxiliaire  /i-aire  perspective  aux  deux  premières  et  ses  deux 
centres  respectifs  de  perspective  avec  chacune  d'elles. 

Les  éléments  isopoljnaires  de  la  figure  homologique  fondamentale 
s'y  trouvent  donc  symétriquement  répartis;  en  particulier,  l'un  quel- 
conque de  ses  points  peut  toujours  être  considéré  comme  centre 
d'une  homologie  univoquement  déterminée  de  deux  configurations 
caractéristiques  /i-aires  de  la  figure,  les  autres  éléments  de  la  figure 
non  unis  au  point  envisagé  reposant  alors  sur  un  même  de  ses  plans 
{n  —  i)-aires,  univoquement  déterminé  comme  plan  de  cette  homo- 
logie. 

Chacun  des  0*1^^^  points  de  la  figure  homologique,  et  le  plan 
{n  —  i)-aire  qui  lui  est  univoquement  attaché  comme  plan  d'homo- 
logie  de  celle  des  C,^/^^  homologies  qui  a  ce  point  pour  centre,  sont, 
comme  on  le  verra,  éléments  correspondants  d'une  même  dualité 
ini^olutii^e,  ou  réciprocité  polaire,  affectant  tout  le  champ  indéfini 
du  support  de  la  figure. 

Les  figures  homologiques  binaire  (trace  sur  une  droite  de 
l'ensemble  des  droites  de  jonction  de  quatre  points  d'un  même  plan 
ternaire  supportant  la  droite,  tels  que  trois  quelconques  d'entre  eux 
ne  soient  pas  alignés)  et  ternaire  (trace  sur  un  plan  ternaire  de 
l'ensemble  des  droites  et  plans  ternaires  de  jonction  de  cinq  points 
extérieurs  à  ce  plan,  reposant  sur  un  même  plan  quaternaire  sup- 
portant ce  plan,  et  tels  que  quatre  quelconques  d'entre  eux  ne  reposent 
pas  sur  un  même  plan  ternaire)  s^auppelleroni  figures  polaires  (binaire 
et  ternaire)  parce  que,  réciproquement  à  ce  qu'on  vient  de  dire,  et 
pour  les  cas  de  n=^i  et  de  n  =  3,  deux  configurations  caractéris- 
tiques polaires  réciproques  sont  homologiques. 

En  mémoire  de  l'origine  de  la  figure  homologique,  et  pour  mettre 
en  évidence  la  disposition  de  ses  éléments,  on  peut  affecter  chacun 
de  ses  CJ;^^  points  de  l'une  des  CJ;^^  combinaisons  binaires  de  n-f-a 
indices  (chaque  indice  représentant  un  sommet  d'une  configuration 
surabondante  propre  (/i -f- i)-aire,   susceptible  d'avoir  pour  trace  la 
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figure  homologique  envisagée)  et  plus  généralement,  chacun  de 
ses  C^]X\  éléments  ^-aires  de  l'une  des  C^]+\  combinaisons  {k-\-\)-aires 
de  ces  /i-|-2  indices;  de  telle  sorte  que  tout  élément  A--aire  supporte 
tout  élément  de  poljnarité  inférieure  affecté  d'une  combinaison  dont 
tous  les  indices  figurent  dans  la  combinaison  de  l'élément  A-aire,  et 
repose  sur  tout  élément  de  poljnarilé  supérieure  affecté  d'une  com- 
binaison où  figurent  tous  les  indices  de  la  combinaison  attachée  à  cet 
élément  /:-aire. 

La  figure  polaire  ternaire^  trace,  sur  son  plan,  des  droites  et  plans 
ternaires  de  jonction  des  cinq  sommets  d'une  même  configuration 
surabondante  quaternaire,  peut  être  aussi  considérée  comme  la  pro- 
jection delà  figure  du  plan  quaternaire  déterminée  par  deux  triangles 
(de  plans  ternaires  distincts)  qui  sont  en  perspective  (c'est-à-dire 
dont  les  sommets  sont  deux  à  deux  alignés  avec  un  même  point).  Cela 
revient  à  la  considérer  comme  la  projection  des  points  et  droites 
d'intersection  des  cinq  plans  ternaires  d'une  même  configuration 
surabondante  corrélative  quaternaire  (les  deux  plans  des  triangles 
et  les  trois  plans  de  leur  trièdre  de  perspective). 

La  figure  polaire  ternaire  (de  même  que  la  figure  polaire  /i-aire) 
est  à  elle-même  sa  propre  corrélative,  et  sera  désignée,  en  vue  des 
généralisations  (§  IX,  3),  par  l'une  ou  l'autre  des  expressions  :  ^(3,  5) 
ouG(3,  5)  (suivant  qu'on  la  considère  comme  trace  d'un  pentangle 
quaternaire,  ou  comme  projection  des  éléments  d'intersection  d'un 
système  de  cinq  plans).  La  figure  polaire  /i-aire  sera  de  même  dési- 
gnée par  ,o-(a2,  /i  -h  2),  ou  G(/i,  /?  ~|-  2).  . 

Nous  appelons  triangle,  quadrangle^  quadrilatère  de  la  figure 
polaire  ternaire  {fig-  2,  I),  un  triangle,  un  quadrangle,  un  quadri- 
latère, dont  tous  les  éléments,  sommets  et  côtés^  sont  des  éléments 
de  la  figure. 

Celle-ci  contient  20  triangles,  formant  10  paires  de  triangles  dits 
réciproques^  deux  triangles  réciproques  étant  homologiques  relative- 
ment à  un  point  et  à  une  droite  de  la  figure,  qui  seront  aussi  dits 
réciproques. 

Il  y  a  cinq  quadrangles  et  cinq  quadrilatères,  respectivement  réci- 
proques les  uns  des  autres;  chaque  quadrangle  peut  être  considéré 
(de  quatre  façons  distinctes)  comme  formé  d'un  triangle  de  la  figure 
et  du  centre  d'homologie  de  ce  triangle  avec  son  réciproque;  le  qua- 
drilatère réciproque  est  alors  formé  du  triangle  réciproque  du  précé- 
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dent  et  de  l'axe  de  l'homologie  correspondante.  Chaque  quadrangle 
est  circonscrit  à  son  quadrilatère  réciproque,  de  telle  sorte  que  trois 
côtés  concourants  du  quadrangle  soient  toujours  unis  à  trois  som- 
mets non  alignés  du  quadrilatère,   ce    qu'on   peut   caractériser   en 

Fig.    2,    I. 


disant  que  le  quadrangle  est  polairenient  circonscrit  à  son  quadri- 
latère réciproque. 

(Inversement,  si  un  quadrangle  est  polairenient  circonscrit  à  un 
quadrilatère,  leurs  dix  sommets  et  leurs  dix  côtés  sont  les  éléments 
d'une  même  figure  polaire.  ) 

Pour  la  notation  des  éléments  de  la  figure  polaire  ternaire,  nous 
préférons  remplacer  la  combinaison  ternaire  affectée  à  chaque 
droite  par  la  combinaison  binaire  des  deux  indices  qui  ne  figurent 
pas  dans  cette  combinaison  ternaire,  c'est-à-dire  par  la  même  com- 
binaison binaire  qui  est  attachée  au  point  réciproque  de  cette 
droite.  Deux  éléments  d'espèces  différentes  qui  n'ont  nul  indice 
commun  sont  alors  unis. 


IV.  —  La  seconde  proposition  fondamentale  d'alignement. 

1.  Diverses  propositions  équivalentes  au  postulat  de  Pappus  et  concernant  le  champ 
ternaire.  —  2.  Proposition  équivalente  concernant  le  champ  réglé  quaternaire.  — 
3.  Application  aux  ponctuelles. 4.  Enuméralion  des  autres  postulats. 

1.  he  postulat  de  Pappus^  ou  deuxième  proposition  fondamen- 
tale d^ alignement^  peut  s'énoncer  sous  cette  forme,  qui  renferme  la 
proposition  corrélative  :      - 


NOTIONS    DE   GÉOMÉTRIE   GÉNÉRALE.  6> 

Si  un  triangle  est  inscrit  à  un  antre  triangle^  toute  droite 
arbitrairement  issue  d\tn  sommet  du  triangle  circonscrit  peut 
être  prise  pour  côté  [et  tout  point  arbitrairement  choisi  sur  un 
côté  du  triangle  inscrit  peut  être  pris  pour  sommet)  d'un  troi- 
sième triangle  circonscrit  au  trians:le  circonscrit  et  inscrit  au 
triangle  inscrit.  Les  trois  triangles  forment  donc  un  cycle  oit 
chacun  est  inscrit  au  précédent  et  circonscrit  au  suivant. 

(Les  éléments,  côtés  et  sommets,  de  deux  triangles  étant  distincts, 
l'un  d'eux  est  dit  inscr'it  à  l'autre,  lequel  lui  est  dit  circonscrit.,  si 
chaque  sommet  du  premier  repose  sur  un  côté  du  second.  Un  sommet 
du  triangle  inscrit  et  le  sommet  du  triangle  circonscrit  opposé  au 
côté  sur  lequel  repose  le  premier  seront  dits  homologues;  un  côté 
de  Fun  et  un  côté  de  l'autre,  opposés  à  des  sommets  homologues, 
seront  aussi  dits  homologues.) 

C|,  Go,  Cg  étant  les  sommets  du  triangle  circonscrit  (G)  {fig-  3,  I) 


et  I,,  lo,  I3,  les  sommets  homologues  du  triangle  inscrit  (I),  une 
droite  arbitraire  issue  de  Ci,  par  exemple,  etrencontrant  en  Zo,  Z3, 
les  côtés  I1I3,  I(  1-2,  issus  du  sommet  I,  homologue  de  G,,  le  point 
de  concours  Z|  des  droites  G.^Zo,  G2Z3,  est  uni  à  I2I3. 

Remarque.  —  Si  les  triangles  envisagés  sont  en  outre  homolo- 
giques  (les  droites  de  jonction  de  leurs  couples  de  sommets  dits 
homologues  étant  concourantes),  la  propriété    mentionnée  s'établit 

BALLY.  5 
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sans  recourir  à  nul  postulat,  et  les  triangles  (Z)  à  la  fois  inscrits  au 
triangle  (ï)  et  circonscrits  au  triangle  (G),  le  leur  sont  homologi- 
quetnent.  Nous  examinerons  ce  cas  dans  un  Chapitre  spécial  consacré 
aux  triangles  homologiquement  inscrits  ou  circonscrits. 

En  se  reportant  aux  définitions  qui  seront  données  pour  les  pol;^- 
gones  (Cliap.  IV,  §  I),  on  voit  que  l'énoncé  donné  équivaut  manifes- 
tement au  suivant,  qui  est  l'énoncé  ordinaire  de  la  proposition  de 
Pappus  (mè nie  figure  3,  I)  : 

Si  les  deux  triples  de  sommets  alternés  (G|,  I2,  Ca),  (Lj,  I|,  Z^), 
d\in  hexagone  C|  I3I2I1  G3  Z2  sont  chacun  formés  de  points  alignés^ 
les  points  diagonaux  principaux  C2,  Z,,  Z3,  de  cet  hexagone 
(points  de  concours  des  paires  de  côtés  opposés)  sont  aussi  alignés. 

De  même  et  corrélativement  [même  figure).,  si  les  deux  triples  de 
côtés  alternés  (C1I3,  Z,Z3,  IjCa),  (I3Z,,  Z3I,,  G3C1),  d'un  hexa- 
gone C|l3Z,Z3l^G3  sont  chacun  formés  de  droites  concourantes,  ses 
diagonales  principales  (C4Z3,  Islj,  Z,G,5),  droites  de  jonction  des 
couples  de  sommets  opposés,  sont  aussi  concourantes. 

Le  premier  hexagone  est  Vhexagone  proprement  dit  de  Pappus., 
et  le  second,  V hexagone  corrélatif  de  Pappus. 

Réciproquement,  si  trois  sommets  alternés  d'un  hexagone  sont 
alignés,  ainsi  que  ses  trois  points  diagonaux  principaux,  ses  trois 
autres  sommets  (alternés)  sont  aussi  alignés. 

Car  les  trois  sommets  alignés  et  les  trois  points  diagonaux  princi- 
paiix  forment  deux  triples  de  sommets  alternés  d'un  hexagone  de 
Pappus.,  dont  les  points  diagonaux  principaux  sont  les  trois  autres 
sommets  du  premier  hexagone. 

Remarque.  —  Comme  précédemment,  il  y  a  un  cas  particulier 
d'hexagone  de  Pappus  pour  lequel  la  propriété  s'établit  indépendam- 
ment de  tout  postulat.  C'est  celui  où  les  diagonales  principales  de  cet 
hexagone  sont  concourantes  ;  ses  points  diagonaux  sont  alors  alignés 
sur  une  droite  concourant  avec  celles  qui  portent  ses  triples  de 
sommets  alternés  (polaire,  relative  à  ces  dernières,  du  point  de 
concours  des  diagonales  principales);  réciproquement,  si  la  droite 
qui  porte  les  points  diagonaux  principaux  d'un  hexagone  de  Pappus 
concourt  avec  celles  qui  portent  ses  triples  de  sommets  alternés,  cet 
liexagone  est  un  hexagone  particulier  de  Pappus  dont  les  diagonales 
principales  sont  concourantes. 
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In  troisième  énoncé  équivalent  aux  précédents  est  le  suivant  : 
Si  les  éléments  (a,  />,  c),  {x^  y\  z)^  de  même  espèce  el  distincts  de 
deux  triangles,  sont  tels  que  les  éléments  des  trois  paires  («fir,  x)^ 
(/>,  r),  {c.  g),  soient  associés  dans  une  première  homologie  de  ces 
lriani;les,  el  que  les  éléments  des  trois  paires  (<:<,  y),  (/>,  s),  (c,  x)^ 
soient  associés  dans  une  seconde  homologie,  les  éléments  des  trois 
paires  (a,  ^),  (/>,  .t),  (c,  y),  seront  aussi  associés  dans  une  troisième 
homologie. 

Car  ces  deux  triangles  peuvent  être  considérés  comme  les  deux 
triangles  de  côtés  alternés  d'un  même  hexagone  de  Pappus,  les  deux 
systèmes  de  points  d'intersection  de  leurs  côtés  associés  dans  les 
deux  homologies  étant  les  deux  triples  alignés  de  sommets  alternés 
de  cet  hexagone;  et  alors,  les  trois  autres  points  d'intersection  de 
leurs  côtés  se  trouvant  être  les  points  diagonaux  principaux  de  cet 
hexagone  sont  aussi  alignés  sur  une  droite,  axe  d'une  troisième  homo- 
logie où  sont  associés  de  la  troisième  façon  indiquée  les  éléments  de 
ces  triangles. 

2.  Du  postulat  de  Pappus  se  déduit  \di  proposition  fondamentale 
du  champ  réglé  de  support  quaternaire^  que  l'on  pourra,  si  l'on 
veut,  adopter  comme  postulat,  au  lieu  et  place  du  postulat  de  Pappus. 

Des  droites  qui  ont  un  point  commun  sont  dites  concourantes^  et 
des  droites  qui  reposent  sur  un  même  plan  ternaire  sont  dites 
coplanaires. 

Deux  droites  concourantes  sont  aussi  coplanaires,  et  réciproque- 
ment; elles  seront  dites  incidentes. 

Diverses  droites  deux  à  deux  concourantes  sans  être  ensemble  con- 
courantes sont  coplanaires,  et  diverses  droites  deux  à  deux  copla- 
naires sans  être  ensemble  coplanaires,  sont  concourantes. 

A  tout  point  non  uni  à  nulle  de  deux  droites  non  incidentes  et 
reposant  sur  leur  support  quaternaire  commun,  est  unie  une  droite 
unique  simultanément  incidente  à  ces  deux  droites  :  droite  d'inter- 
section des  plans  ternaires  de  jonction  de  ce  point  et  des  deux  droites. 

De  même,  sur  tout  plan  ternaire  non  uni  à  nulle  de  deux  droites 
non  incidentes  et  reposant  sur  leur  support  quaternaire  commun, 
repose  une  droite  unique  simultanément  incidente  à  ces  deux  droites  : 
droite  de  jonction  des  points  d'intersection  du  plan  ternaire  envisagé 
et  de  ces  droites. 
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Deux  droites  incidentes  en  des  points  distincts  k  deux  droites  non 
incidentes  sont  aussi  non  incidentes  (car  leur  incidence  entraînerait 
l'incidence  des  premières);  elles  reposent  d'ailleurs  sur  le  support 
quaternaire  des  premières. 

On  détermine  aisément  des  droites  sinialtanément  incidentes  à 
trois  droites  deux  à  deux  non  incidentes  de  même  support  cjua- 
te maire  :  à  tout  point  (ou  à  tout  plan)  uni  à  l'une  des  trois  droites 
est  attachée  une  unique  telle  droite^  et  deux  telles  droites  sont 
non  incidentes  (car  en  les  supposant  incidentes,  à  leur  point  d'inci- 
dence, nécessairement  extérieur  à  deux  au  moins  des  trois  droites 
données,  seraient  unies  deux  droites  simultanément  incidentes  aux 
deux  droites  non  incidentes  mentionnées). 

Voici  la  proposition  fondamentale  annoncée  : 

Si  trois  droites  {da,  db-,  de)  deux  à  deux  non  incidentes  et  de 
même  support  cjuaternaire  sont  simultanément  incidentes  à  trois 
droites  (^/,  /y,  tk)  (nécessairement  deux  à  deux  non  incidentes  et 
reposant  sur  le  support  quaternaire  des  premières),  toute  droite  t^ 
simultanément  incidente  aux  droites  du  triplet  {d)  et  toute 
droite  dz  simultanément  incidente  aux  droites  du  triplet  (^)  sont 
Vune  à  V autre  incidentes. 

Montrons  qu'à  tout  plan  (ou  à  tout  point)  uni  à  une  droite  tj- 
simultanément  incidente  aux  trois  droites  (c?)  est  unie  une  droite  d.r 
simultanément  incidente  aux  trois  droites  (^). 

:  Désignons  par  Z^j  le  point  d'incidence  des  droites  <:/«  et  <f,  et 
soient  (D^,  D^,  D^),  (T^,  Ty,  T^),  les  triplets  de  traces  des  droites  («?) 
^t  (;)  sur  un  plan  ternaire  arbitraire  non  uni  à  nul  des  neuf  points  Z 
«t  reposant  sur  le  support  quaternaire  des  droites  (<i)  et  (^). 

Considérons  un  hexagone  dont  les  deux  triplets  de  sommets  alternés 
soient  ces  deux  triplets  de  traces,  soit  l'hexagone  DrtT/D^TyDf.T/t. 

Ses  points  diagonaux  principaux  sont  évidemment  les  traces  des 
intersections  des  paires  de  plans  {dati.^  dc-tj)^  {dbti-,  dcth)-,  (dbtj^  datk)-, 
c'est-à-dire  les  traces  des  droites  de  jonction  des  trois  paires  de 
points  (Z^y,  7jci)i  (^cii  '^bk)i  Ç^bk-,  '^aj),  droites  qui  sont  les  cotés  du 
triangle  ZajTjcfLbk- 

Les  points  diagonaux  principaux  de  l'hexagone  sont  donc  alignés 
sur  la  trace  du  plan  ternaire  de  ce  triangle;  et  si  le  plan  de  l'hexagone 
porte  une  droite  tx  simultanément  incidente  aux  trois  droites  {d)^ 
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les  trois  sommets  alternés  (D)  de  l'hexagone  sont  alignés  sur  cette 
droite  tj-;  les  trois  sommets  alternés  (T)  sont  alors  aussi  alignés  (par 
la  réciproque  de  la  proposition  de  Pappus),  et  la  droite  dx  qui  les 
porte  est  simultanément  incidente  aux  trois  droites  ti^  tj^  tk- 

Donc,  sur  un  plan  ternaire  uni  à  une  droite  arbitraire  tx  simulta- 
nément incidente  aux  trois  droites  {d)^  les-traces  de  trois  droites  ti^ 
tj^  t/(^  simultanément  incidentes  aux  trois  droites  («?),  et  par  suite 
les  traces  de  toutes  les  droites  simultanément  incidentes  à  ces  trois 
droites  (r/),  sont  alignées  sur  une  même  droite  dx]  de  même,  sur  ce 
même  plan,  toutes  les  droites  dz  simultanément  incidentes  aux  trois 
droites  [t)  ont  leurs  traces  alignées  sur  tx.  Donc,  toute  droite  tx  et 
toute  droite  dz  sont  incidentes.  c.   o.   r.   d. 

Nous  reviendrons,  dans  les  notes  finales  du  Chapitre  XIII  (note  7), 
sur  cette  figure  des  six  droites  [d)  et  (z^),  qui  conduit  à  d'intéres- 
sants résultats. 

3.  Le  postulat  de  Pappus  équivaut  à  une  importante  proposition 
concernant  les  ponctuelles  : 

Deux  ponctuelles  de  supports  distincts  et  incidents,  rapportées 
perspectivement  à  une  même  troisième^  sont  /-apportées  perspec- 
tivement  V une  à  Vautre^  si  le  point  d 'incidence  des  deux  supports 
est  uni  à  la  droite  de  jonction  des  deux  centres  respectifs  de 
perspective  de  chacune  d'elles  avec  la  troisième. 

C)3  7  C03,  étant  les  centres  respectifs  de  perspective  de  la  ponc- 
tuelle (3)  et  des  ponctuelles  (i)  et  (2),  dont  le  point  d'incidence  Z 
est  uni  à  0^3623  {fig-  4?  I)^  et  A,,  Ao,  étant  les  points  d'incidence 
du  support  de  la  troisième  sur  ceux  des  premières,  les  droites  CjsAo, 
C^isA,,  se  coupent  en  G,o.  SoitX|X2X3  le  triangle  de  trois  points 
homologues  des  trois  ponctuelles;  ce  triangle,  inscrit  au  triangle  A<  A2Z, 
a  ses  côtés  XjXa  et  X2X3  respectivement  unis  aux  sommets  Ci  3 
et  C23  du  triangle  GisCoaCio,  circonscrit  au  triangle  K^K.^L.  Le 
triangle  X,X2X3  est  donc  circonscrit  au  triangle  des  (C),  et  son 
côtéXjXa  étant  uni  à  C,o,  les  ponctuelles  (i),  (2)  sont  rapportées 
perspectivement  par  le  centre  Cio.  c.   q.  f.   d. 

Les  deux  propositions  concernant  les  ponctuelles  et  déduites,  l'une 
du  théorème  de  Desargues,  l'autre  du  postulat  de  Pappus,  peuvent 
se  réunir  en  une  seule,  qui  s'énonce  ainsi  : 
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Deux  pojictueUes  de  supports  clistincLs^  rapportées  perspecli- 
vement  à  une  même  troisième  (un  élément  de  l'une  et  un  élément 
de  l'autre,  perspectifs  à  un  même  élément  de  la  troisième,  sont  dits 
homologues)^  sont  rapportées  perspectivement  V une  à  Vautre^  si 
an  élément  de  lune  (qui  est  alors  le  point  d'incidence  de  leurs 
supports,  nécessairement  incidents),  coïncide  avec  l'élément  hom.o- 
logue  de  C autre. 

Fig.4,1. 


Car  cette  coïncidence  ne  peut  se  produire  que  dans  l'un  ou  l'autre 
des  deux  cas  envisagés. 

(Deux  ponctuelles  de  même  support  perspectives  à  une  même  troi- 
sième ont  deux  éléments  qui  coïncident  avec  leurs  homologues  :  la 
trace  du  support  de  la  troisième,  et  la  trace  de  la  droite  de  jonction 
des  deux  centres  de  perspective.  Elles  peuvent  être  considérées 
comme  liomologiques,  l'un  de  ces  points  jouant  le  rôle  de  centre,  et 
l'autre  celui  de  plan  d'homologie.  ) 

4.  Enumérons  dès  ici,  bien  cju'ils  n'interviennent  qu'ultérieure- 
ment, les  autres  postulats  géométriques. 

Les  postulats  précédents  (d'appartenance  et  de  Pappus)  sont  les 
postulats  de  la  <^éomélr'ie  pappusien ne.  En  y  ajoutant  le  postulat  du 
quadrangle^  elle  àey'veni  pascalienne. 

Ce  postulat  consiste  à  affirmer  que  les  trois  points  diagonaux  tou- 
jours  distincts   de   la   configuration  surabondante  propre   ternaire 
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(points  de  concours  des  paires  de  côtés  opposés  d'un  quadrangle)  ne 
peuvent  être  alignés. 

Il  suffit  d'ailleurs  d'admettre  ce  postulat  pour  un  seul  qua- 
drangle. 

En  introduisant  l'ensemble  des  postulats  de  disposilion  et  de  con- 
tinuité^ la  géométrie  devient  archimédienne. 

Le  postulat  de  disposition  polygonale  à  caractère  projectif  àe 
l'ensemble  des  points  d'une  droite,  consiste  à  affirmer  pour  cet 
ensemble  l'existence  d'une  disposition  intrinsèque  dite  «  polygo- 
nale »,  ou  «  en  chaîne  fermée  »,  en  vertu  de  laquelle  deux  couples 
arbitraires  distincts  d'éléments  distincts  de  la  droite  présentent  tou- 
jours soit  l'un,  soit  l'autre  de  deux  caractères  distincts  :  dans  un  cas 
ces  couples  sont  dits  emboîtés,  et  dans  l'autre,  enchevêtrés.  Le  carac- 
tère projectif  dé  cette  disposition  résulte  de  ce  postulat  que  si  deux 
ponctuelles  sont  perspectives,  deux  couples  de  l'une  sont  toujours 
disposés  [emboîtés  ou  enchevêtrés)  comme  les  deux  couples  pers- 
pectifs de  l'autre.  ^ 

Le  postulat  de  disposition  projective  entraîne  d'ailleurs,  comme 
on  le  verra,  le  postulat  précédent  du  quadrangle. 

Les  postulats  précédents  permettent  de  construire  linéairement  Q) 
à  partir  de  trois  points  donnes  d'une  droite,  un  ensemble  illimité  de 
points  de  cette  droite,  que  l'on  peut  mettre  en  correspondance  biuni- 
voque  et  réciproque  avec  l'ensemble  des  nombres  rationnels  ;  cet 
ensemble,  aussi  bien  déterminé  par  trois  autres  quelconques  de  ses 
points,  s'appelle  «  l'ensemble  rationnel  »,  ou  «  réseau  binaire  de 
Alobius  »,  attaché  à  l'un  quelconque  de  ses  triples  de  points. 

Supposant  que  l'ensemble  des  points  d'un  réseau  binaire  n'épuise 
pas  l'ensemble  des  points  de  son  support,  le  postulat  d^Archimède 
affirme  qu'il  y  a  des  points  du  réseau  dans  chacune  des  deiiiL portions 
déterminées  sur  la  disposition  de  la  droite  par  deux  points  dont  un 
et  un  seul  appartient  au  réseau.  Un  autre  postulat,  en  général  non 
mentionné,  affirme  la  même  propriété  pour  deux  points  dojit  nul 
n^ appartienne  au  réseau  (propriété  d'ailleurs  assurée  pour  deux 
points  du  réseau,  puisque  cet  ensemble  est  disposé  comme  l'ensemble 


(')  Une  «  construction  élémentaire  »  consistant  à  passer  de  deux  éléments  à  leur 
élément  de  jonction  ou  d'intersection,  une  construction  «  linéaire  »  est  une  suite 
finie  de  constructions  élémentaires. 
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des  nombres  rationnels,  avec  lequel  il  est  en  correspondance  biuni- 
voque  et  réciproque). 

Ces  deux  propositions  peuvent  s'énoncer  en  une  seule,  affirmant 
que  le  réseau,  par  nature  dense  en  soi^  est  dense  aussi  sur  la  droite 
qui  le  porle. 

Tout  point  de  la  droite  détermine  alors  univoquement  une  coupure 
de  l'ensemble  des  nombres  rationnels  attachés  au  réseau,  deux  points 
distincts  déterminant  deux  coupures  distinctes. 

Le  postulat  de  Cantor  affirme  qu'inversement,  toute  coupure  de 
l'ensemble  des  nombres  rationnels  attachés  au  réseau  est  déterminée 
par  un  point  de  la  droite  qui  porte  ce  réseau. 

Les  postulats  de  la  Géométrie  pascalienne  sont  dits  les  postulats 
«  descriptifs  »  ;  ils  peuvent  être  considérés  comme  les  postulats 
géométriques  essentiels ^  la  majeure  partie  de  la  théorie  pouvant 
s'édifier  sans  qu'il  j  ait  lieu  de  recourir  aux  postulats  de  disposition 
ou  de  continuité. 

La  preuve  de  la  compatibilité  de  ces  postulats  résulte  de  ce  fait 
qu'ils  sont  vérifiés  pour  l'ensemble  des  n-uple'S  de  jiombres  réels  et 
des  équations  linéaires  homogènes  à  n  variables. 


V.  —  Corrélations  particulières  et  collinéations  restreintes. 

1.  Corrélation  ternaire  déduite  de  la  proposition  de  Pappus. —  2.  Corrélation  Pappus 
quaternaire.  —  3.  Corrélation  Pappus  «-aire.  —  i.  Collinéations  Poncelet,  collinéa- 
tions générales,  collinéations  restreintes. 

\.  La  proposition  de  Pappus  nous  permet  de  construire  immédia- 
tement une  coYYé\di\Âoi\ particulière  (')  dans  le  plan  ternaire. 

Considérons  dans  ce  plan  deux  droites  /yz,,  m-i.,  et  deux  points 
Pi,  Po,  extérieurs  à  ces  droites.,  tels  que  la  droite  de  jonction p-^, 
de  ces  points  soit  unie  au  point  de  concours  M3  de  ces  droites 
{fig.  5,1).  ^ 

A  tout  point  P;}  non  uni  à  nulle  des  trois  droites  7?z,,  mo-, p^i  nous 
associerons  la  droite  de  jonction  m^  des  projections  Mo,  M,  de  ce 
point  sur  les  droites  /?i,,  m.^  faites  par  les  centres  respectifs  P,,  Po 

(')  Cette  corrélation  oITre  ce  caractère  particulier  que  la  paire  de  réciprocii.és 
bitangentes  attachées  à  toute  corrélation  entre  deux  champs  ternaires  de  même  sup- 
port, dégénèrent  ici  en  le  couple  de  points  et  le  couple  de  droites  envisagés. 
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(sur  chaque  droite  nii  ou  nio-,  la  projection  est  faite  par  le  centre  V^ 
ou  Po  ^^<?  même  indice^  et  est  affectée  d^uii  indice  différent)  ;  autre- 
ment dit,  tout  point  P3  aura  pour  corrélative  le  troisièm^e  côté  m^ 
d^un  triangle  m^  m^m^  ayant  pour  autres  côtés  les  droites  don- 
nées m,,  mo,  et  inscrit  au  triangle  PiPoPs- 

Inversement,  pour  toute  droite  m^  non  unie  à  nul  des  trois  points 

Fis.  5,  I. 


P, ,  P2,  M3,  il  y  a  un  point  univoquement  déterminé  P3  non  uni 
à  nulle  des  trois  droites  mi,  m-^-,  p-i-,  et  dont  cette  droite  ni^  est  la 
corrélative  :  troisième  sommet  du  triangle  PjPoP^  circonscrit  au 
triangle  niy  m2m'i\  ce  point  P3  est  dit  V anticorrélatif  de  la 
droite  7^3. 

(Jusqu'ici,  dans  les  deux  triangles  envisagés,  deux  éléments  homo- 
logues sont  affectés  du  même  indice.) 

Des  points  alignés  sur  une  droite  m'.^  non  unie  à  nul  des  trois 
points  P,.  P2,  M3,  ont  pour  corrélatives,  en  vertu  de  la  proposition 
de  Pappus^  des  droites  concourantes,  toutes  unies  au  troisième 
sommet  P3  dhtn  triangle  V^  Po  P3  circonscrit  au  triangle  m^  W|  ^3. 
Ce  point  P3,  non  uni  à  nulle  des  trois  droites  m/,  m^j,^  J93,  sera  dit  le 
co/ /v 7c/ //y  de  la  droite  m'3,  et  inversement  la  droite  w^,  qui  a  pour 
corrélatif  un  point  P'3,  troisième  côté  m'^  d\in  triangle  ni^m^m'.^ 
inscrit  au  triangle  V 2^ ^V\,  est  V anticorrélative  de  ce  point. 
(Observer  qu'ici  l'élément  d'indice  i  de  chaque  triangle  a  pour  homo- 
logue l'élément  d'indice  2  de  l'autre.) 

La  double  relation  de  point  à  droite  et  de  droite  à  point  ainsi  cons- 
tiuite  étant  partout   biunivoque  (sauf  jusqu'ici   entre    points  unis 
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à  l'une  des  trois  droites  7U|,  m^,  p-^  d'une  part,  et  droites  unies  à  l'un 
des  trois  points  P,,  P2?  M3  d'autre  part)  ofiVe,  pour  les  éléments  aux- 
quels elle  s'applique,  le  caractère  de  la  collinéation,  puisque  des 
points  alignés  ont  pour  corrélatives  des  droites  concourantes.  On 
achèvera  de  la  définir  pour  les  éléments  non  encore  envisagés,  en  lui 
imposant  de  conserver  ce  caractère  (d'être  partout  biunivoque  et 
d'associer  à  des  points  alignés  des  droites  concourantes). 

On  voit  alors  aisément  qu'un  point  de  /?2,  ou  de  m^  a  pour  corréla- 
tive sa  projetante  par  le  point  IK,  ou  P,  d'indice  différent  (et  pour 
anticorrélative  sa  projetante  par  le  point  P,  ou  Po  de  même  indice); 
P,  et  Po  ont  respectivement  pour  corrélatives  les  droites  de  même 
indice  m^,  m^  (et  pour  anticorrélatives  les  droites  d'indice  diffé- 
rent /??2,  ''^1);  M3  a  pour  corrélative  et  pour  anticorrélative  la 
droite />3;  ou  P,  P2  ;  un  point  de  cette  dernière  droite  a  pour  corréla- 
tive et  pour  anticorrélative  une  même  droite  unie  à  M3,  et  portant,  en 
vertu  du  théorème  de  Desargues,  les  points  dont  les  corrélatives 
ainsi  que  les  anticorrélatives  concourent  au  point  envisagé. 

La  droite  ^3  porte  les  points  pour  chacun  desquels  la  corrélative  et 
Tanticorrélative  se  confondent,  de  même  que  le  point  M3  est  uni  aux 
droites  dont  le  corrélatif  et  l'anticorrélatif  se  confondent. 

Les  points  des  droites  /??,,  //lo  sont  les  seuls  qui  soient  unis  à  leurs 
corrélatives,  ainsi  qu'à  leurs  anticorrélatives,  celles-ci  étant  à  leur 
tour  unies  à  l'un  des  points  P,,  1*0. 

Remarque.  —  Notons  que,  dans  la  corrélation  qui  vient  d'être 
construite  (que  nous  appellerons  corrélation  ternaire  Pappus)^  la 
radiée  corrélative  d'une  ponctuelle  donnée  (par  exemple  de  la  ponc- 
tuelle de  support  m'.^  décrite  par  P3)  a  pour  section  caractéristique 
sur  l'une  des  deux  droites  données  (par  exemple  sur  m,  )  une  ponc- 
tuelle perspective  à  la  première  (la  ponctuelle  décrite  par  Mo,  les 
points  P3  et  Mo  étant  alignés  avec  P,). 

!2.  Soient  donnés  dans  un  plan  quaternaire  trois  points  non  alignés 
l^î  ^^:>7  1^3?  et  trois  plans  ternaires  /??, ,  m,,  m^,  non  unis  à  une  même 
droite,  le  point  de  concours  M,  de  ces  trois  plans  (/?î),  non  uni  à  nul 
côté  du  triangle  dés  (P),  étant  uni  au  plan  ternaire  de  support  pi, 
de  ce  triangle.,  et  ce  dernier  plan  yvj  n'étant  uni  à  nulle  arête  du 
trièdre  m,  m.^m^. 
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p.,  étant  un  point  arbitraire  du  support  quaternaire,  extérieur  aux 
quatre  plans  /«,,  m.,  m^.  />.,,  et  M^  {k  =.  i,  2,  3  j  la  trace  de  rar(H<; 
du  trièdre  m,  m.^in.i  opposée  à  la  face  ni/^  sur  le  plan  ternaire  uni  à  V , 
et  au  colé  du  triangle  \\  Po  P;j  oj)p()sé  au  sommet  P/f,  nous  donnerons 
pour  corrélatif  au  point  P -,  le  plan  ternaire  de  jonction  des  trois 
points  M,,  M2,  M;!;  autrement  dit.  le  plan  corrélatif  du  ])nint  P^  est 
la  quatrième  ùasc  ni^  d'un  tétraèdre  in^  in.,m,^in .,  (ou  MiM-jM^Mj) 
ayant  pour  autres  bases  les  trois  plans  (m)  donnés,  el  inscrit  au 
telrac(h-e  P,  Po  l\,  W,. 

Montrons  que  si  le  point  l^^  décrit  une  droite  arbitraire,  chaque 
côté  M.My  (par  exemple  M2M3)  du  triangle  M.MoMs  reste  uni  à  un 
point  (ixe  X/(  du  ]3lan  in^  sur  lequel  repose  ce  côté. 

Faisant  abstraction  du   côté   P2  P.}  de   P,PoP;5et  de   l'arête  in.ia-^ 


Fig.  6,  I. 


de  insin.^m-n,  considérons  {flg.(S,Y)  deux  paires  de  droites  inci- 
dentes (  1\  P2,  P|P:i).  (M.iVJ^,  M,M:{),  le  centre  M-,  de  la  seconde 
paire  étant  uni  au  plan  d'incidence  PjPoP;!  de  la  première.  ZJ.  Z.'j 
sont  les  points  où  la  droite  (rintersection  de  leurs  plans  ternaires 
(unie  à  M,)  rencontre  les  droites  P1P3,  P<  Po  de  la  paire  de 
centre  P<. 

Si,  par  le  point  arbitiaire  P-,  du  support  quaternaire  de  la  figure, 
on  mène  la  droite  P.,  Mo  M,  simultanément  incidente  à  M/,  INP)  en  M2 
et  à  P,  P;}  en  M  ,  et  la  droite  analogue   P^M^M'   simultanément  inci- 
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dente  à  M, M;,  et  à  Pi  l^o,  le  point  de  concours  S<  des  droites 
ZJMo,  ZJM3  est  uni  à  la  droite  PiV,;  car  ces  droites  ZJINL,  Z.J  M;, 
sont  les  traces  sur  le  plan  M2MJM3  des  plans  PiPaP/,,  PiPaP-,,  dont 
l'intersection  est  P,  P, . 

Si  le  point  P-,  décrit  une  droite  d,  le  point  S,  décrit  dans  le  plan 
M2M/,  M3  (ou  nii  )  une  droite  «?, ,  projection  de  d  par  P^. 

La  droite  M2M3,  corrélative  de  S,  dans  la  corrélation  ternaire 

Pappus  (ZJ,  M7m7),  (ZJ,  M.4M3),  (M,,Z[ZJ),  est  alors  unie  au 
corrélatif  X^  de  d^  (  dans  cette  corrélation  ternaire).      c.q.  f.  n. 

Chaque  côté  du  triangle  Mj  M2M3  étant  donc  uni  à  un  point  lixe  X^ 
du  plan  nik  sur  lequel  repose  ce  côté,  le  plan  variable  de  ce  triangle 
est  uni  à  une  droite  fixe  (  sur  laquelle  sont  nécessairement  alignés  les 
trois  points  X^). 

La  relation  établie  entre  le  point  P,  et  le  plan  M,  Mo  M  3  est  donc 
bien  une  relation  de  collinéation.  On  définira  les  plans  corrélatifs  des 
points  unis  à  l'un  des  plans  jn^^  ui2^  ni-;^^  y;,,  en  imposant  à  la  relation 
de  conserver  son  caractère  (d'être  partout  biunivoque,  et  de  trans- 
former des  points  alignés  en  plans  unis  à  une  même  droite). 

Remarque.  —  Observons  encore  qu'une  ponctuelle  d  décrite 
par  Pj  et  l'une  des  ponctuelles  caractéristiques  de  la  feuille  corréla- 
tive décrite  par  le  plan  M,M2M3,  soit  la  ponctuelle  décrite  par  M2, 
sont  perspectives  à  une  même  troisième.,  soit  à  la  ponctuelle  d^ 
décrite  par  S|  (la  première  perspective  ayant  pour  centre  le  point  V ^ , 
et  la  seconde  le  point  mentionné  ZJ,  trace  de  Pi  P3  sur  le  plan  m^). 

3.  Soient  dans  un  plan  /i-aire  n  —  i  points  P,,  Po.  •  •  -,  P«-i,  for- 
mant une  véritable  configuration  caractéristique  [n  —  i)-aire  de 
support  /^„,  et  n  —  i  plans  (/z  —  i  )-aires  ;;?,,  m2^  •••,  f'hi-\^  qui 
n'aient  qu'un  point  à  tous  commun  et  forment  donc  une  configura- 
tion caractéristique  de  la  gerbe  de  plans  (n  —  r)-aires  de  support 
n-aive  qui  a  son  centre  en  leur  point  de  concours  M„  ;  ce  point  de 
concours  M„  étant  uni  au  plan  (n  —  i)-aire  pn  de  jonction  des  (P), 
jnais  extérieur  aux  diverses  bases  de  la  configuration  des  (P),  de 
même  que  le  support /?«  des  (P)  li'est  uni  à  nulle  des  n  —  i  arêtes 
binaires  de  la  configuration  des  (m)  (intersections  des  divers  plans 
/??/,  /i  —  I  i\  n  —  I  j. 

V,i  étant  un  point  arbitraire  du  support  /i-aire  envisagé,  extérieur 
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aux  divers  plans  //?/ et  au  plan  /^„,  et  M/,  étant  la  trace  sur  l'arête 
binaire  d/,  opposée  au  plan  nif,  (dans  la  configuration  des  /??/)  du 
plan  {n  —  i)-aire  uni  au  point  ?„  et  à  la  base  {n  —  2)-aire  opposée 
à  Pa  (dans  la  configuration  des  P/),  Jious  associerons  au  point  Vn  le 
plan  [n  —  i)-aire  de  jonction  nin  des  n  —  i  points  M^. 

Autrement  dit,  le  plan  corrélatif  d'un  point  P„  sera  la  dernière 
base  nia  d'une  configuration  caractéristique  /i-aire  m^  ni^  -  -  -  nin^ 
ayant  pour  autres  bases  les  n  —  i  plans  donnés  m^,  nii,  .  •  -,  nin-.\^  et 
inscrite  à  la  configuration  V^V.2. . .  P„_i  P«. 

(  Dans  le  cas  de  n  pair^  si  l'on  suppose  en  outre  que  chacun  des 
n  —  i  points  donnés  Pa  soit  uni  au  plan  m^  de  même  indice,  tout 
point  du  support  Ji-aire  sera  uni  à  son  plan  corrélatif;  de  plus,  le 
corrélatif  et  V anticorrélatif  de  tout  élément  coïncideront^  et  la 
corrélation  Pappus,  devenant  alors  réciproque^  s'appellera  la  réci- 
procité polaire  spéciale  à  éléments  correspondants  unis.  Nous 
donnons  la  démonstration  au  Chapitre  II,  §  VII,  pour  le  cas  du 
champ  quaternaire.) 

Montrons  que  si  le  point  Vn  décrit  une  droite  arbitraire  d^  chaque 
droite  M/My  (par  exemple  M,  Mo)  reste  unie  à  un  point  fixe  du  plan 
ternaire  des  deux  arêtes  binaires  c?/,  «^y,  qui  portent  les  points 
M/  et  M/. 

La  droite  d'intersection  du  plan  ternaire  di  dj  et  du  plan 
{n  —  i)-aire  p,i  de  support  de  la  configuration  des  Pa  rencontre 
en  SJ  .  S^  les  bases  {n  —  2)-aires  de  cette  configuration  opposées 
aux  sommets  P^  et  Py,  et  les  droites  SJ^M/,  S/^My.  unies  au  plan 
ternaire  didj,  concourent  dans  ce  plan  en  X/y.  (La  droite  SjyS^y 
est  unie  à  M^.) 

Ce  point  X//,  soit  pour  fixer  les  idées  X,o,  uni  à  chacun  des  deux 
plans  (  n  —  i)-aires  définis  par  le  point  P,^  et  chacune  des  deux  bases 
(/i  —  2j-aires  de  la  configuration  des  1*^  respectivement  opposées 
à  P-i  et  à  P2,  est  uni  à  leur  intersection  (n  —  2)-aire  définie  par  les 
n  —  2  points  P;{,  P,,  .  ..,  Pn_i,  P«,  et  est  l'intersection  de  ce  plan 
(n  —  2)-aire  et  du  plan  ternaire  d',  do- 

Quand  le  point  P,^  décrit  une  droite  d,  le  plan  (n  —  2)-aire  men- 
tionné décrit  le  plan  (/?  —  i)-aire  (Pjj,  P,,  ...,  Pn-i-)  d),  et  le 
point  X)o  décrit  dans  le  plan  ternaire  di  r/o  une  droite  <i|2,  intersec- 
tion de  ce  plan  ternaire  et  du  plan  (n  —  i)-aiire  précédent. 

Alors,   la  droite  M|  Mo,   corrélative  de  Xjo  dans  la  corrélation 
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ternaire  Pappus  (SJ^,  d^),  (SJ^,  d.2)i  (M,i,  SJ,  SJ^),  est  unie  à  un 
point  fixe  Y, 2,  corrélatif  de  d^^  dans  cette  corrélation. 

C.    Q.   F.   D. 

Il  en  résulte  immédialemenl  que  le  plan  (/z  —  i  )-aire  de  jonction 
des  My^,  que  nous  avons  associé  au  point  P„  (dans  la  définition  de  la 
corrélation  /«-aire  Pappus)  reste  uni,  quand  P«  décrit  la  droite  <:/.  au 
plan  fixe  de  jonction  des  C,",_,  fwints  ^ ij-,  lequel  est  un  plan 
(n  —  2 )-aire  (puisque  le  plan  de  jonction  des  Y/y  et  d'une  arêle 
binaire  arbitraire  de  la  configuration  des  m^,  plan  dont  la  poljnarité 
est  supérieure  au  plus  de  deux  unités  à  celle  du  plan  en  question, 
contient  toute  la  configuration  des  nik  et  se  confond  avec  le  support 
«-aire  de  celle-ci). 

La  relation  établie  entre  le  point  P«  et  son  plan  (  /i  —  i)-aire  associé 
offre  donc,  pour  les  éléments  auxquels  elle  s'applique,  le  caractère  de 
la  collinéation.  On  la  définira  pour  les  éléments  provisoirement 
écartés  en  lui  imposant  de  conserver  ce  caractère  et  d'être  partout 
biunivoque. 

Remarque.  —  Observons  encore  que,  dans  la  corrélation  /i-aire 
Pappus,  la  ponctuelle  décrite  par  un  point  Vw,  et  une  ponctuelle 
caractéristique  convenablement  choisie  de  la  forme  binaire  décrite 
par  le  plan  corrélatif  de  P„,  soit  la  ponctuelle  décrite  sur  c/,  par  M|, 
sont  les  termes  extrêmes  dune  chaîne  de  cjuatre  ponctuelles^  où 
deux  ponctuelles  consécutives  sont  perspectives. 

Car  d'abord  les  ponctuelles  décrites  par  M^  et  X|2  sont  perspec- 
tives par  le  centre  S  J^  ;  et  ensuite,  les  ponctuelles  décrites  par  Xi* 
et  P;^  sur  6/,2  et  sur  d  sont  telles  que  la  droite  de  jonction  X,2pn  de 
deux  points  homologues  soit  incidente  à  une  même  troisième 
droite.,  intersection  du  plan  quaternaire  (<:/i25  d)  et  du  plan 
[n  —  3)-aire  P:{  P, . .  .  P,i_, .  (On  verra  bienlùL  que  c'est  là  la  pro- 
priété caractéristique  de  deux  ponctuelles  «?e  supports  non  incidents., 
perspectives  à  une  /néme  troisième.) 

i.  La  collinéation  générale  a  été  définie  :  une  relation  partout 
biunivoque  et  simultanée  entie  éléments  constitutifs  et  entre 
formes  binaires  de  deux  formes  linéaires  isopolynaires. 

Cette  relation  n'est  plus  définie  s'il  s'agit  de  formes  binaires. 

Nous  dirons  qu'une  reXaiion  partout  biunivoque  entre  éléments  de 
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deux  formes  binaires  est  colUnéaire,  si  celte  relation  peut  être  envi- 
saoée  comme  résultant  d'une  relation  de  collinéalion  entre  deux 
formes  linéaires  isopoljnaires  de  poljnarité  supérieure  à  2,  aux- 
quelles appartiennent  respectivement  les  deux  formes  binaires  consi- 
dérées. 

Cette  définition  n'imprime  pas  de  caractère  intrinsèque  bie^  net 
à  une  paire  de  formes  binaires  en  relation  de  collinéation;  on  ne 
saurait  affirmer  non  plus  que  deux  ponctuelles  caractéristiques  de 
deux  formes  binaires  en  collinéation  présentent  dans  leur  ensemble 
le  même  caractère,  suivant  que  l'on  suppose  ces  formes  binaires 
appartenant  à  deux  formes  linéaires  isosimilaire.s  en  relation  de  pro- 
fectiviféj  ou  à  deirx  formes  dualisiinilaires  en  relation  de  dualité. 

Le  créateur  de  la  Géométrie  projective,  Poncelet^  attachait  au 
terme  de  pj'ojectiK'ilé  le  sens  de  relation  existant  entre  deux 
formes  géométriques  déduites  l'une  de  l'autre  par  une  suite 
alternative  finie  de  sections  caractéristiques  et  de  projections 
(§  I,  4);  il  n'envisageait  d'ailleurs  que  les  projections  centrales  et 
les  homolog'ies.,  limitées  au  domaine  quaternaire. 

L'acception  attribuée  par  Chasles  à  ce  terme  est  plus  large  et  coïn- 
cide, pour  les  collinéations  ternaires  et  quaternaires  (les  seules  qui 
fussent  alors  envisagées),- avec  celle  que  nous  avons  adoptée.  (C'est 
du  moins  ce  que  laisse  entendre  V Encyclopédie  des  Sciences  mathé- 
matiques ;  nous  n'avons  pas  en  mains  les  ouvrages  de  ces  deux 
illustres  géomètres.  ) 

Nous  allons  maintenant  introduire  dans  cette  acception  générale 
une  petite  restriction  provisoire,  qui,  tout  en  la  rétrécissant  quelque 
peu,  la  laisse  au  prime  abord  plus  large  que  l'acception  de  Poncelet. 
Cette  restriction  sera  d'ailleurs  levée  par  les  postulats  de  disposition 
et  de  continuité. 

A  oici  les  remarques  qui  suggèrent  cette  restriction  : 

i"  Deux  ponctuelles  caractéristiques  d'une  même  forme  binaire, 
de  supports  distincts  et  incidents^  sont  perspectives  :  par  le  point 
d'incidence  du  plan  ternaire  de  leurs  supports  avec  l'axe  de  la  forme; 
si  celle-ci  est  centrée  [radiée)^  par  son  centre. 

2"  Deux  ponctuelles  caractéristiques  d'une  même  forme  binaire., 
de  supports  distincts  et  non  incidents.,  sont  telles  que  les  droites 
qui  joignent   leurs  points  homologues  soient  incidentes  à    une 
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même  troisième  droite^  intersection  du  plan  quaternaire  de  leurs 
supports  et  de  l'axe  de  la  forme  (axe  même  de  la  forme,  dans  le  cas 
de  la  feuillée  de  plans  ternaires).  Elles  sont  alors,  comme  on  le  verra 
au  paragraphe  suivant,  perspectives  à  une  même  troisième  (dont  le 
support  est  une  droite  arbitraii^e  simultanément  incidente  aux  sup- 
ports des  premières  sans  rencontrer  l'axe  de  la  forme,  les  centres  de 
perspective  étant  les  points  d'intersection  de  la  troisième  droite  men- 
tionnée reposant  sur  l'axe  de  la  forme,  avec  les  deux  plans  unis  à  la 
droite  arbitraire  choisie  et  respectivement  à  l'un  et  à  l'autre  des  deux 
premiers  supports). 

3"  Dans  la  projectivité  au  sens  Poncelet,  deux  ponctuelles  caracté- 
ristiques de  deux  formes  binaires  associées  par  une  projectivité  éta- 
blie entre  deux  formes  linéaires  isosimilaires  de  poljnarité  supérieure 
à  2  sur  laquelle  reposent  ces  formes  binaires,  sont  les  termes 
extrêmes  d\ine  suite  juxtaposée  de  ponctuelles^  où  deux  ponc- 
tuelles juxtaposées  de  la  suite  sont  perspectives  (et  ont  par  consé- 
quent leurs  supports  distincts  et  incidents). 

4*^  11  résulte  de  l'observation  faite  sur  la  corrélation  n-aire  Pappus 
et  des  deux  alinéas  i"  et  2'  que,  dans  la  corrélation  Pappus,  une 
ponctuelle  donnée  et  une  ponctuelle  arbitraire  caractéristique  de  la 
forme  binaire  corrélative  de  la  première  ponctuelle  présentent  aussi 
le  caractère  mentionné  dans  V alinéa  précédent. 

5*^  En  appelant  «  collinéation  Poncelet  »  la  collinéation  résultant 
d'une  suite  finie  de  projectivités  Poncelet  et  de  corrélations  Pappus, 
on  voit  que  ce  même  caractère  subsiste  pour  toute  paire  de  ponc- 
tuelles (de  supports  confondus  ou  distincts,  incidents  ou  non  inci- 
dents) qui  sont  les  sections  caractéristiques  de  deux  formes  binaires 
associées  dans  une  collinéation  Poncelet  entre  deux  formes  linéaires 
isopoljnaires  de  poljnarité  arbitraire. 

C'est  cette  propriété  que  nous  adopterons  comme  caractéristique 
de  la  relation  de  collinéation-  provisoirement  restreinte  entre  deux 
ponctuelles  de  supports  ou  distincts  (incidents  ou  non)  ou  con- 
fondus. 

Deux  ponctuelles  seront  donc  dites  en  relation  de  collinéation 
provisoirement  restreinte^  si  elles  peuvent  être  considérées  comme 
les   termes  extrêmes   d' une  chaîne  à  deux  extrémités  de  ponc- 
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tuelles^  oit  deux  poiicluelles  cojiseculives  .soient  pei'spectives  (et 
aient  par  conséquent  leurs  supports  distincts  et  incidents  ). 

Cette  relation  est  évidemment  éqaivalenla'ire ^  deux  ponctuelles 
en  relation  de  collinéation  restreinte  avec  une  même  troisième  étant 
elles-mêmes  en  relation  de  collinéation  restreinte,  la  chaîne  qui  carac- 
térise leur  relation  mutuelle  résultant  de  la  juxtaposition  des  deux 
chaînes  relatives  à  chacune  d'elles  et  à  la  troisième. 

Deux  formes  binaires  seront  alors  dites  en  relation  de  collinéation 
provisoirement  restreinte,  si  leurs  ponctuelles  caractéristiques  le  sont 
(une  poncluelle  de  l'une  et  une  ponctuelle  de  l'autre). 

Deux  formes  linéaires  isopolynaires  seront  dites  en  relation  de 
collinéation  provisoirement  restreinte,  si,  étant  en  relation  de  colli- 
néation générale,  leurs  formes  binaires  associées  sont  en  relation  de 
collinéaîion  provisoirement  restreinte  (et  cette  relation  est  équiva- 
lentaire). 

Nous  déduirons  de  la  proposition  de  Pappus  cju'entre  deux  formes 
linéaires  isopolynaires  existe  toujours  une  et  une  seule  relation  de 
collinéation  restreinte  où  soient  associés  terme  à  terme  les  éléments 
de  deux  configurations  surabondantes  données  de  ces. formes  (en 
entendant  par  «  configuration  surabondante  »  d'une  forme  linéaire 
/i-aire  l'ensemble  de  n-\-\  éléments  constitutifs  de  cette  forme  sus- 
ceptildes  de  déterminer,  sur  un  champ  caractéristique  de  cette  forme, 
une  conliguration  surabondante  de  ce  champ). 

Celte  proposition,  étendue  à  la  collinéation  générale^  constitue, 
dans  le  cas  de  champs  ternaires  isosiniilaires^  ce  que  l'on  appelle 
le  théorème  fondamental  de  la  projectivité. 

Cette  extension  résultera  des  postulats  de  disposition  et  de  conti- 
nuité, et  lèvera  définitivement  la  restriction  introduite. 

Nous  montrerons  à  la  fin  de  ce  Chapitre  cjue  l'on  peut  toujours 
transformer  une  configuration  surabondante  d'un  champ  /i-aire  en 
une  autre  configuration  surabondante  donnée  de  ce  même  champ  par 
un  produit  d^homologies  effectuées  clans  ce  support  {n  au  plus), 
ce  qui  donnera  à  la  projectivité  de  Poncelet  toute  l'ampleur  de  la 
projectivité  générale. 
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VI.  —  Ponctuelles  en  relation  de  coUinéation  restreinte. 

1.  Cliaînc  de  trois  ponctuelles  consécutivement  perspectives  ou  paire  de  ponctuelles 
perspectives  à  une  inènic  troisième.  —  2.  Chaîne  de  quatre  ponctuelles  consécuti- 
vement perspectives.  —  3.  Cliaine  de  plus  de  quatre  ponctuelles  consécutivement 
perspectives. 

1.  Théouème.  —  Si  deux  ponctuelles  de  supports  distincts^  inci- 
dents ou  non  incidents,  sont  simultanément  perspectives  à  une  même 
troisième,  toute  droite  simultanément  incidente  aux  supports  des  deux 
premières  (mais  non  concourante  avec  ces. supports^  quand  ils  sont 
incidents),  et  dont  les  points  d'incidence  sur  ces  supports  ne  soient 
pas  des  points  homologues  de  ces  ponctuelles^  porte  une  ponctuelle 
simultanément  perspective  aux  deux  premières. 

Soient  \,  Z,,  l^o  ^2?  les  supports  des  deux  ponctuelles  (i)  et  (2); 
\  ,,  \o,  leurs  points  d'incidence  avec  le  sttpport  de  la  ponctuelle  {y) 
simultanément  perspective;  P<,  P^,  les  centres  respectifs  de  ces  pers- 
pectives, extérieurs  tous  deux  au  support  {y)  et  le  premier  au  sup- 
port (i),  ainsi  que  le  second  au  support  (2)  {fig-  7,  I). 

Fig.  7,  I. 


Supposons  d'abord  qtie  la  qtiatrième  droite  arbitraire  (.:•)  simulta- 
nément incidente  à  (i)  et  à  (2)  soit  \  ,  Zo,  unie  au  point  d'incidence  Y, 
de  (r)  et  de  (i),  cette  droite  {z)  n'étant  pas  unie  au  point  P2,  sans 
quoi  les  points  Y,  et  Zo  seraient  des  points  homologues  des  ponc- 
tuelles (i)  et  (2). 
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A,,  Aj,  Ao,  étant  un  triple  de  points  homologues  des  trois  ponc- 
tuelles (f),  (j),  (2),  A,  Ay  étant  unie  à  P,  et  Ao  A^-  à  Po,  la  droite 
Ao  Ay ,  coplaiiaireà  Y|  Zo,  la  rencontre  en  A-  ;  et  le  triangle  A,  A^  A^ 
avant  ses  sommets  unis  aux  droites  (i),  {y)-,  (5),  concourantes  en  Y,, 
tandis  que  ses  deux  côtés  A^A,,  A^- A^  sont  respectivement  unis  aux 
points  P,,  Po,  son  troisième  côté  A|  A3  est  uni  à  un  point  fixe  V\  de 
Pi  P2,  et  les  ponctuelles  (i)  et  (2)  sont  simultanément  perspectives  à 
la  ponctuelle  (3)  selon  les  centres  respectifs  Pj  et  P2. 

Si  le  support  (s)  rencontre  les  supports  (i)  et  (2)  en  des  points 
Z,,  Z2,  tous  deux  distincts  de  \f  et  de  12,  on  prendra  sur  le  sup- 
port (2),  par  exemple,  un  point  auxiliaire  Z',  qui  ne  soit  l  homologue 
ni  de  \  ,  ni  de  Z,,  et  l'on  appliquera  consécutivement  la  démonstra- 
tion précédente  aux  trois  supports  ¥<  Z!,,  Z^  Z^,  Z,  Z2. 

c.  F.  u.  Q. 

Si  les  ponctuelles  (i)  et  (2)  sont  perspectives,  soit  qu'elles  con- 
courent avec  le  support  de  la  ponctuelle  [y)  simultanément  perspec- 
tive [Desargues)^  soit  que  leur  point  de  concours  appartienne  à  la 
droite  des  centres  de  perspective  (Pappus)^  soit  que  ces  deux 
centres  soient  confondus  :  toute  droite  (z)  simultanément  incidente 
aux  supports  (i)  et  (2)  porte,  en  vertu  du  tliéorènie  de  Desargues^ 
si  les  droites  (i),  (2),  (s)  sont  concourantes^  et  en  vertu  de  la  pro- 
position de  Pappus  si  ces  trois  droites  sont  coplanaires^  une  ponc- 
tuelle siniultanén^ent  perspective  aux  ponctuelles  (i)  et  (2). 

Si  l'on  suppose  confondus  les  supports  des  ponctuelles  (i)  et  (2), 
il  résulte  du  théorème  de  Desargues  que  toute  droite  concourant  avec 
le  support  commun  et  avec  le  support  de  la  ponctuelle  simultanément 
perspective,  et  de  la  proposition  de  Pappus  que  toute  droite  concou- 
rant avec  le  support  commun  et  avec  le  support  des  centres  de  pers- 
pective, porte  une  ponctuelle  simultanément  perspective  aux  ponc- 
tuelles (i)  et  (2). 

CojxcLusiojv.  —  On  peut  donc^  sans  altérer  la  relation  établie 
entre  deux  ponctuelles  par  la  condition  qu  elles  soient  simultané- 
ment perspectives  à  une  même  troisième  donnée^  remplacer  cette 
dernière  par  une  autre  de  support  convenablement  choisi,  c^est- 
à-dire  incident  aux  supports  de  chacune  des  deux  premières  sans 
être  avec  eux  concourant  (la  restriction  de  non-concurrence  n'exis- 
tant plus  si  les  deux  premières  sont  perspectives),  et  qui  ne  soit  pas 
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toutefois  la  droite  de  jonction  de  points  liomolo  g  lies  des  deux  pre- 


mières. 


2.  Soit  une  chaîne  de  quatre  ponctuelles,  où  deux  ponctuelles 
consécutives  sont  perspectives,  et  ont  par  conséquent  leurs  supports 
distincts  et  incidents,  la  première  et  la  dernière  ponctuelle  e7<iç/i^  sup- 
posées açoir  leurs  supports  distincts^  incidents  ou  non. 

Nous  distinguerons  divers  cas  : 

1**  Supposons  que  les  quatre  supports  soient  tous  distincts^  et  que 
trois  quelconques  d'entre  eux  ne  soient  pas  concourants  ;  soient  X,  Y,  Z 
les  points  d'incidence  respectifs  des  supports  consécutifs. 

SoitjK  la  droite  de  jonction  XZ  des  points  d'incidence  de(i)  avec  (2) 
et  de  (3)  avec  (4)  {fig-  ^1  1)5  supposons  encore  que  le  centre  Coa 

Fig.  8, 1. 


__>_J'^_ iyi 


de  perspective  des  ponctuelles  (2)  et  {?>)  ne  soit  pas  uni  à  cette 
droite  y. 

Pi,  Po,  P3,  P/,,  étant  un  quadruple  de  points  homologues  des 
quatre  ponctuelles,  P/  uni  à  (/)  et  P/P/  uni  à  G//,  et  Py  la  trace  de 
Po  P:i  sur  y  (ces  deux  droites  sont  coplanaires),  les  ponctuelles  (1) 
et  (y)  (décrites  par  P,  et  P^)  perspectives  à  la  ponctuelle  (2)  (décrite 
par  Po)  sont  perspectives  entre  elles ^  la  droite  Pi  Pj  étant  unie  à 
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un  point  fixe  Cyclc  G,. G.:,,  puisque  les  trois  supports  r,  2,  y,  sont 
concourants.  De  même,  les  ponctuelles  (4)  et  (j)  sont  perspectives, 
la  droite  P/,  Py  étant  unie  à  un  point  fixe  Gij  de  G03  G34. 

Les  ponctuelles  extrêmes  (i)  et  (4)  sont  donc  perspectives  à  une 
même  troisième  (y),  par  les  centres  respectifs  Gi^,  Gjj,  unis  1  un 
à  G,2  G03,  l'autre  à  Go 3  G3/, . 

Si  les  trois  centres  C<o,  G03,  G3/,,  de  perspective  des  ponctuelles 
consécutives,  sont  tous  unis  à  la  droite  y  (on  supposera  toujours  G03 
distinct  de  G,,  et  de  G3,,  sans  quoi  les  ponctuelles  extrêmes  i  et  4 
seraient  de  prime  abord  simultanément  perspectives  à  l'une  des  ponc- 
tuelles 3  ou  2),  et  si  P  est  l'intersection  de  P,  Po  avec  P3  P/.  {^fig.  9,  1), 

Fis-  %  I- 


ce  point,  troisième  sommet  d'un  triangle  PPo  P3  dont  les  deux  autres 
sont  unis  aux  supports  2  et  3,  et  dont  les  côtés  sont  unis  aux  centres 
alignés  (G),  décrit  une  ponctuelle  (/;)  de  support  p  concourant 
avec  2  et  3,  à  laquelle  sont  simultanément  perspectives  les  ponctuelles 
extrêmes  (  i)  et  (4),  par  les  centres  respectifs  G12  et  G3/,. 

Supposons  donc  le  centre  G03  uni  à  la  droite  y,  l'un  au  moins  des 
deux  autres,    soit   Gs,,   n'étant   pas  uni  à  cette  droite   ifii;'.    10,  1). 

Remplaçons  le  support  3  par  un  autre  3',  uni  au  point  d'inci- 
dence \  de  2  et  de  3  et  au  plan  d'incidence  de  3  et  de  4?  et  ayant  son 
point  d'incidence  sur  le  support  4  en  Z'. 
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P!j  étant  la  projection  sur  ce  nouveau  su[)])ort  3'  de  P3  par  C3',,  la 
droite  PoP'îî  troisième  côté  du  triangle  P-jP^Pg  dont  les  sommets  sont 
unis  aux  droites  concourantes  2,  3,  3',  est  unie  à  un  point  fixe  C^., 
de  G23C3',. 

Fig.   10,  l, 
P' 


— --^   C, 


:i_ 


Et  ce  nouveau  point  Gg^  ne  peut  plus  être  uni  à  la  nouvelle 
droite  jk'  ou  XZ',  c'est-à-dire  ne  peut  se  confondre  avec  la  trace  P'_  de 
P2  P3  sur  XZ',  la  droite  PI  P,  (unie  à  C23,  trace  de  son  homo- 
logue P2P3  sur  l'axe  d'iiomologie  XZ  des  deux  triangles  P2  Y  P3, 
P'^Z'P,,,  homologiques  par  le  centre  P^  )  étant  une  droite  variable 
de  la  radiée  de  centre  C23.  On  est  donc  ramené  au  cas  primitivement 
considéré  (où"  le  centre  C23  n'est  pas  uni  à  la  droite  y).  On  voit  d'ail- 
leurs immédiatement  ici  que  les  ponctuelles  P'^  et  P,  sont  perspectives 
par  le  centre  C23,  les  ponctuelles  PI.  et  P|  étant  à  leur  tour  perspec- 
tives par  un  centre  G'j„  uni  à  Gi2C!,.j  (P..  Pi,  troisième  côté  du  triangle 
P;P2P,,etc.). 

2,^  Supposons,  les  quatre  supports  étant  toujours  distincts,  que 
trois  supports  consécutifs,  soit  1,  2,  3,  soient  concourants.  Alors,  les 
ponctuelles  (i)  et  (3)  sont  perspectives,  et  les  ponctuelles  extrêmes 
(i)  et  (4)  sont  simultanément  perspectives  à  la  ponctuelle  (3);  si  les 
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quatre  supports distincls élixienlconcourRnis,  les  [)oncluelles extrêmes 
seraient  perspectives. 

3"  Supposons,  les  supports  étant  toujours  distincts^  que  trois 
d'entre  eux,  dont  deux  ne  sont  pas  consécutifs^  soit  1,2.  4,  soient 
concourants^ 

On  remplacera  (2  ),  simultanément  perspective  à  (i)  et  à  (3),  par 
une  autre  (2),  dont  le  support,  incident  aux  supports  i  et  3,  et  dis- 
tinct des  quatre  supports,  ne  concoure  avec  nulle  paire  de  ces  sup- 
ports, et  l'on  est  ramené  au  cas  primitif. 

4"  Supposons  que  deux  supports /io/i  co/i5(?'c/////*^,  soit  i  et  3,  soient 
confondus^  les  deux  autres  non  consécutifs,  2  et  4,  étant  distincts 
(deux  ponctuelles  consécutives  ont  par  définition  leurs  supports  dis- 
tincts et  incidents ^  et  dans  toute  cette  analyse  du  cas  de  quatre  ponc- 
tuelles, les  supports  extrêmes  sont  supposés  distincts). 

Si  4  concourt  avec  2  et  le  support  commun  aux  ponctuelles  (i)  et 
(3),  les  ponctuelles  (2)  et  (4)  sont  perspectives,  donc  les  ponctuelles 
(i)  et  (4)  le  sont  aussi. 

Sinon,  on  remplacera  3  par  un  support  V  incident  à  2  et  à  4  et 
non  uni  aux  points  d^ incidence  de  ces  supports  1  et  ^  sur  le  sup- 
port commun  à  (i)  et  à  (3),  et  l'on  est  ramené  au  cas  primitif. 

5^^  Enfin,  dernière  hjpotlièse,  les  supports  2  et  4  sont  confondus, 
ainsi  que  les  supports  i  et  3. 

Remplaçons  2  par  2',  concourant  avec  i  et  2  ;  tes  ponctuelles  (i) 
et  (2^)  sont  perspectives,  de  même  les  ponctuelles  (2')  et  (4);  donc 
(i)  et  (4)  sont  aussi  perspectives,  i ,  2',  4  éls^ni  concourants. 

3.  Considérons  maintenant  une  chaîne  de  cinq  ponctuelles  consé- 
cutivement perspectives,  et  su[)posons  tout  d'abord  que  les  deux  ponc- 
tuelles extrêmes  (i)  et  (5)  aient  leurs  supports  distincts. 

Si  I  et  4  ou  si  2  et  5  sont  des  supports  distincts^  la  chaîne  i234 
(ou  la  chaîne  2345)  peut  se  réduire  à  trois  termes;  la  chaîne  totale 
se  trouvant  alors  réduite  à  quatre  termes,  et  ses  ponctuelles  extrêmes 
étant  distinctes,  peut  finalement  se  réduire  à  trois  termes. 

Si  les  supports  i  et  4  sont  confondus,  ainsi  que  les  supports  2  et  5, 
on  remplacera  le  support  4  par  un  autre  4  ?  non  uni  à  nul  sommet 
du  triangle  i23,  et  la  chaîne  i234'  se  réduisant  à  trois  termes,  la 
chaîne  i234'5  se  réduit  (d'abord  à  quatre,  puis)  à  trois  termes. 

Si  maintenant  nous  supposons  confondus  les  supports  extrêmes  i 
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et  5,  les  supports  i  et  4  étant  alors  nécessairement  distincts^  la 
chaîne  1284  se  réduit  à  trois  termes,  et  par  conséquent  la  chaîne 
totale  se  réduit  à  quatre  termes. 

Conclusion.  —  11  résulte  finalement  de  cette  analyse  que  toute 
chaîne  de  ponctuelles  consécutivement  perspectii^es  peut  être  ra- 
menée à  n'cn'oir^  extrémités  comprises,  que  trois  termes  si  les  sup- 
ports extrêmes  sont  distincts,  et  que  quatre  termes  si  ces  supports 
extrêmes  sont  confondus.  (Car  les  cinq  derniers  termes  de  toute 
chaîne  se  réduisent  toujours  à  trois  termes,  ou  à  quatre  termes.) 

VII.  —  Détermination  d'une  collinéation  restreinte 
entre  deux  ponctuelles. 

1.  Ponctuelles  de  supports    non  incidents.   —  2.    Ponc^tuelles  de   supports   incidents; 
hexagones  de  Brianchon  et  de  Pascal.  —  3.  Ponctuelles  de  même  support. 

1.  D'après  ce  qui  précède,  deux  ponctuelles  de  supports  distincts 
sont  en  relation  de  collinéation  restreinte  5/  elles  sont  simultanément 
perspectives  à  une  même  troisième.  (Si  le  point  de  concours  de  leurs 
supports,  supposés  incidents,  est  uni  soit  au  support  de  la  troisième, 
soit  à  la  droite  de  jonction  des  deux  centres  respectifs  de  perspective, 
elles  sont  directement  perspectives;  et  réciproquement,  deux  ponc- 
tuelles perspectives  sont  simultanément  perspectives  à  une  même 
troisième,  dont  le  support  arbitraire  est  simultanément  incident  aux 
supports  des  premières,  c'est-à-dire,  soh  concourant,  soit  coplanaire 
avec  ces  supports.  ) 

Supposons  que  les  supports  1  et  2  des  deux  ponctuelles  (1  )  et  (  2  ) 
7ie  soient  pas  incidents,  le  support  y  de  la  troisième  ponctuelle  (y) 
simultanément  perspective  étant  par  définition  incident  à  chacun 
des  deux  supports  i  et  2. 

Le  centre  de  perspective  C|  de  (i)  et  de  {y)  est  un  point  du  plan 
ternaire  (i,yj,  extérieur  à  chacun  des  suoports  i  et  y,  le  centre 
Co  de  (2)  et  de  {y)  est  un  point  du  plan  ternaire  (2,  ))  extérieur  à 
chacun  des  supports  2  et  y;  ces  deux  plans  étant  distincts,  la  droite 
des  centres  G,  C2  Ji'est  incidente  à  nul  des 'trois  supports  i,  '2, y. 

Considérant  un  triple  de  points  homologues  P,,  Pj,  Po,  des  trois 
ponctuelles  (ij,  {y),  (2),  {fig.  i  i,  I),  on  voit  que  la  droite  V^  \\  est 
coplanaire,    donc    incidente,    à    la  droite    C|  Cj    de  jonction   des 
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conlres  de  perspective,  laquelle,  on  vient  de  le  dire,  n'est  incidente 
ni  à  I   ni  à  2. 

La  droite  de  jonction  de  points  homologues  de  deux  ponctuelles 
de  supports  non  incidents  en  relation  de  collinéation  restreinte,  est 
donc  incidente  à  une  troisième  droite  fixe  du  plan  quaternaire  de 
leurs  supports,  non  incidente  à  nul  de  ces  supports.  Réciproque- 
ment, les  ponctuelles  tracées  sur  deux  supports  rectilignes  non  inci- 
dents 1.2.  par  une  droite  simultanément  incidente  à  ces  deux  sup- 
ports et  à  un  troisième  x  non  incident  à  nul  des  premiers,  sont  en 
relation  de  collinéation  restreinte.  Car,  considérant  un  support  auxi- 
liaire j'  incident  à  i  et  à  2  sans  Vêlre  à  ^r,  les  plans  ternaires  (y,  i) 
et  (y,  2)  rencontrent  respectivement  la  droite  x  aux  points  G|  et  Co, 
et  le  support  jK/?o/'^^  une  ponctuelle  simultanément  perspective  aux 
ponctuelles  (i)  et  (2),  par  les  centres  respectifs  C|  et  Go.- 

Fig.  I  I,  I. 


On  peut  donc  toujours  établir  entre  deux  ponctuelles  de  supports 
non  incidents  (et  par  suite,  en  vertu  du  caractère  équivalentaire  de 
la  collinéation  restreinte,  entre  deux  ponctuelles  de  supports  inci- 
dents, ou  de  même  support)  une  relation  de  collinéation  restreinte, 
où  trois  éléments  donnés  de  Vwwe  aient  pour  homologues  trois  élé- 
ments donnés  de  l'autre.  Prenant  un  support  arbitraire  x  simultané- 
ment incident  aux  trois  droites  de  jonction  des  trois  paires  de 
points  Jiomologues  donnés^  la  relation  de  collinéation  établie  entre 
les  traces  sur  i  et  2  d'une  même  droite  simultanément  incidente  aux 
supports  1,2,^,  satisfait  à  la  condition  proposée. 

Il  va  résulter  maintenant  de  la  proposition  fondamentale  du  champ 
réglé  de  support  quaternaire,  c'est-à-dire  de  la  proposition  de  Pappus, 
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que  la  relation  de  coUinéation  restreinte  entre  deux  ponctuelles  de 
supports  non  incidents  est  univoqueineat  définie  par  la  donnée  de 
trois  points  de  l'une  et  des  trois  points  homologues  de  l'autre. 

Car,  considérant  les  trois  droites  de  jonction  de  ces  éléments  homo- 
logues, et  deux  autres  droites  arbitraires  x^  -s,  simultanément  inci- 
dentes à  ces  trois  droites  de  jonction,  et  par  conséquent  non  inci- 
dentes à  nul  des  deux  supports,  les  deux  relations  de  coUinéation 
restreinte  définies  entre  les  ponctuelles  par  la  condition  que  les  droites 
de  jonction  de  leurs  éléments  homologues  soient  incidentes  à  l'une 
ou  à  l'autre  des  droites  x  ou  5,  coïncident,  y^w/^^i^e  toute  droite  inci- 
dente aux  deux  supports  et  à  Vune  des  deux  droites  x  ou  z^  est 
nécessairement  incidente  à  Vautre. 

La  relation  de  coUinéation  restreinte  entre  deux  ponctuelles  (1), 
(2),  de  supports  distincts  et  incidents.,  ou  de  même  support.,  est 
encore  univoquement  définie  par  la  donnée  de  trois  points  de  l'une  et 
des  trois  points  homologues  de  l'autre.  Car  les  deux  ponctuelles,  sup- 
posées en  relation  de  coUinéation  restreinte,  sont  aussi  (vu  le  carac- 
tère équivalentaire  de  la  relation)  en  relation  de  coUinéation  restreinte 
avec  une  même  troisième,  de  support  arbitraire  non  incident  à  nul 
de  leurs  deux  supports,  sur  lequel  on  s'est  arbitrairement  donné  trois 
points,  que  l'on  considère  comme  les  homologues  respectifs  des  élé- 
ments homologues  donnés  des  premières  ponctuelles,  ce  qui  déter- 
mine univoquement  une  coUinéation  entre  l'une  des  premières  ponc- 
tuelles et  la  troisième,  et  une  coUinéation  entre  l'autre  des  premières 
et  cette  même  troisième.  Les  points  homologues  des  ponctuelles  (1) 
et  (2)  sont  les  points  simultanément  homologues  d'un  même  point 
de  la  troisième  dans  ces  deux  collinéations. 

2.  On  peut  d'ailleurs  traiter  directement  le  cas  de  ponctuelles  à  sup- 
ports distincts  et  incidents^  sans  sortir  du  plan  d'incidence  de  ces 
ponctuelles. 

Eliminons  d'emblée  les  deux  cas  singuliers  de  ponctuelles  simulta- 
nément perspectives  à  une  même  troisième,  où  le  point  d'incidence 
de  leurs  supports  est  uni  soit  au  troisième  support  (Desargues),  soit 
à  la  droite  de  jonction  des  centres  des  deux  perspectives  (Pappus), 
cas  où  les  deux  ponctuelles  sont  directement  perspectives. 

Soit  IT,  T2  le  triangle  des  trois  supports  i ,  2,  y  ifig-  i  a,  I).  (1,  point 
d'incidence  des  supports  i  et  2;  T,,  To,  traces  sur  1  et  2  du  support 
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y  (Je  la  ponctuelle  simultanément  perspective,  les  centres  respectifs 
de  perspective  étant  G,  et  Go,  non  alignés  avec  le  point  I,  et  chacun 
extérieur  au  support  y  ainsi  qu'au  support  i  ou  2  correspondant.) 

Pétant  un  point  arbitraire  de  la  ponctuelle  y,  les  rayons  Gj  P,  Go  P, 
rencontrent  les  supports  1  et  2  correspondants  en  P|,  P2,  et  Po  est 
l'élément  de  (2)  homologue  de  l'élément  P,  de  (  i). 

Gonsidérons  les  deux  rayons  dont  chacun,  respectivement  uni  à 
chaque  centre  C|  ou  Go,  contient  la  trace  du  support  y  sur  celui  des 
deux  supports  i  ou  2  qui  n^ est  pas  associé  au  centre  auquel  est 
uni  le  rayon  envisagé^  c'est-à-dire  les  deux  rayons  GiTo,  G^T,. 
(D'après  la  réciproque  de  Pappus,  ces  deux  rayons  ne  peuvent  con- 
courir sur  la  droite  de  jonction  P,  P2  de  deux  points  homologues, 
puisque  les  trois  points  G|,  Go,  I,  ne  sont  pas  alignés.) 


Un  hexagone  ayant  pour  côtés  c/o/^Y  nul  triple  n'est  concourant  : 
les  supports  i  et  2  des  deux  ponctuelles,  la  droite  de  jonction  G<  G2 
des  centres  respectifs  de  perspective,  les  deux  rayons  dont  chacun 
projette  respectivement  par  chacun  de  ces  centres  la  trace  du  support 
de  la  I  onctuelle  simultanément  perspective  sur  celui  des  deux  autres 
supports  qui  n'est  pas  associé  au  centre  envisagé,  et  enfin  une  droite 
de  jonction  P,Po  de  deux  points  homologues  arbitraires;  savoir 
V hexagone  GiT2P2PiTiG2  a  ses  trois  diagonales  principales 
(G|  P,,  T2  T,,  Po  Go)  concourantes  {enV). 

Un  hexagone  qui  jouit  de  cette  propriété  s'appelle  un  hexagone 
de  Brianchon. 

Proposition  fondamentale.  —  Les  droites  susceptibles  de  former 
avec  cinfi  droites  données  dont  trois  quelconques  ne  sont  pas  con- 
courantes, un  hexagone  de  Brianchon^  forment  un  ensemble  tel, 
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quen y  comprenant  ces  cinq  droites^  cet  ensemble  soit  aussi  bien 
défini  par  cinq  de  ses  droites  arbitrairement  choisies^  trois  droites 
arbitraires  de  V ensemble  n' étant  jamais  concourantes^  et  tout 
hexagone  de  six  droites  de  l'ensemble  ayant  ses  diagoncdes  prin- 
cipales concourantes. 

Nous  allons  donner  plutôt  les  démonstrations  corrélatives  pour 
l'hexagone  corrélatif  de  l'hexagone  de  Brianchon,  c'est-à-dire  pour 
V hexagone  dit  de  Pascaf  caractérisé  par  la  propriété  d'avoir  ses 
points  diagonaux  principaux  alignés  (autant  pour  la  lecture  plus 
facile  des  figures  qu'à  cause  de  l'importance  historique  prépondérante 
de  l'hexagone  de  Pascal;  le  lecteur  n'aura  qu'à  transposer  dualistique- 
ment  les  démonstrations). 

Théorème  I.  —  Si  un  hexagone  123456,  de  sommets  i,  2,  3,  4^ 
5,  6,  est  pascalien^  tout  autre  hexagone  tel  que  1234^5,  déduit 
du  premier  par  une  transposition  de  deux  sommets  consécutifs, 
est  aussi  pascalien. 

A,  B,  C  étant  les  points  diagonaux  principaux  (^alignés)  de  l'hexa- 
gone pascalien   123456  ifig'  i3,  I),  il  s'agit  de  montrer  que  les  trois 

Fis:.   i3,  I. 


points  :  [(1,2),  (4,6)],  [(3,4),  (5,i)]  et  B  \  où  [{i,j),{k,m)\  repré- 
sente le  point  de  concours  des  droites  de  jonction  des  couples  (i,  7) 
et  (A,  m)\,  sont  alignés. 
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Or  ces  points  sotit  les  poinls  diagonaux  principaux  de  l'hexa- 
gone de  Pappus  i5()4GA.  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Les  soixante  hexagones  qui  ont  mêmes  sommets 
qu'un  hexagone  de  Pascal  donné  (j  compris  ce  dernier)  sont  tous  des 
hexagones  de  Pascal  (car  ils  peuvent  se  déduire  de  l'hexagone  donné 
})ar  des  transpositions  répétées  de  sommets  consécutifs). 

L'hexangle  [*  )  de  leurs  sommets  sera  dit  aussi pascalien. 

Théorème  II.  —  Si  deux  hexangles 

\1A2A3A4A3AG     et     Al  AjA^AiAgA:, 

ayant  cinq  sommets  communs^  sont  pascaliens^  tout  hexangle,  tel 
que  A.^  A2A3  A/,  AcAy, /orme  de  quatre  de  leurs  sommets  communs^ 
et  de  leurs  sommets  non  communs^  est  aussi  pascalien. 

Traçons  le  triangle  AjAoA.^   (fig.  i/\^  I);  relions  A,    et  A5  ;   A2 

Fig.  14,  I. 


et  Ae  ;  A3  et  A7.  Ces  trois  droites  forment  un  triangle  ayant  pour 
sommets  P<,  Po,  P3.  (Si  ces  trois  droites  sont  concourantes,  la  démons- 
tration subsiste,  les  trois  notations  de  P^  désignant  alors  un  même 
point  P.) 

(')  Les  définitions  des  ternies  n-angle,  n-latère^  n-gone,  diagonales^ points  dia- 
gonaux, seront  données  aux  Chapitres  II  et  IV. 
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Par  A/,,  projetons  chaque  point  A3,  Ac,  A7,  sur  le  côté  du 
triangle  A,  A2A3  opposé  au  sommet  relié  à  ce  point^  en  I,,  I27  Is- 

L'hexagone  A|  A;j  Ao  Af,  A,  A^  é[nnl  pascalien  par  hypothèse,  ses 
points  diagonaux  principaux  L,  Ij,  P3  sont  alignés. 

De  même,  I3,  I,,  V.2,  points  diagonaux  principaux  de  Vhexa^onc 
pascalien  A,  AoA.^  A^  A.,  A3,  sont  aussi  alignés. 

Les  points  J;,,  P,,  lo  sont  alors  les  points  diagonaux  de  l'hexagone 
de  Pappus  1 ,  Po  A^  A,  A0P3,  et  sont  donc  aussi  alignés. 

Mais  ils  sont  aussi  les  points  diagonaux  principaux  de  V hexa- 
gone A|  A2A3A/,  A7  A3  ;  ce  dernier  est  donc  aussi  pascalien. 

C.   Q.    F.   D. 

Théorème  IlL  —  Si  trois  sommets  alternés  d^ un  hexagone  pas- 
calien sont  alignés.,  les  trois  autres  sont  aussi  alignés. 

Car  les  trois  premiers  et  les  trois  points  diagonaux  principaux  de 
l'hexagone  sont  les  sommets  d'un  hexagone  dePappus^  dont  les  points 
diagonaux  sont  les  trois  autres  sommets  du  premier  hexagone. 

Revenant  à  la  proposition  fondamentale  antérieure,  chaque  droite 
de  jonction  de  deux  points  homologues  de  deux  ponctuelles  de  sup- 
ports distincts  et  incidents  en  relation  de  collinéation  restreinte  et 
non  perspectives .f  devant  former  un  hexalatère  de  Brianchon  avec 
cinq  droites  données  dont  trois  ne  sont  pas  concourantes  (les  supports 
des  deux  ponctuelles,  la  droite  de  jonction  des  centres  de  perspective  de 
chacune  d'elles  avec  la  troisième  simultanément  perspective,  et  les 
deux  rayons  unis  chacun  à  l'un  des  deux  centres  et  au  point  de  con- 
cours du  support  de  la  troisième  ponctuelle  avec  le  support  de  celle 
des  deux  premières  qui  ne  lui  est  pas  associée  dans  la  perspective  par 
ce  centre);  leur  ensemble,  en  y  comprenant  les  cinq  droites  men- 
tionnées, est  tel  que  tout  hexagone  de  six  droites  arbitraires  de 
l'ensemble  ait  ses  trois  diagonales  principales  concourantes  (cela 
résulte  des  propositions  corrélatives  des  théorèmes  1  et  II),  trois 
droites  de  l'ensemble  n'étant  jamais  concourantes  (puisque,  considé- 
rant un  hexagone  dont  trois  côtés  alternés  seraient  trois  droites  con- 
courantes de  l'ensemble,  et  les  trois  autres,  trois  des  cinq  droites 
mentionnées,  ces  trois  dernières  devraient  aussi  être  concourantes, 
d'après  le  corrélatif  du  théorème  III). 

Cet  ensemble  étant  univoquement  déterminé  par  cinq  de  ses  droites 
arbitrairement  choisies,  la  relation  de  collinéation  restreinte  entre 
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deux  ponctuelles  de  supports  distincts  et  incidents  est  univoquement 
définie  par  la  donnée  sur  ces  supports  de  trois  paires  d'éléments 
homologues;  si  les  droites  de  jonction  de  ces  paires  sont  concou- 
rantes, toutes  les  droites  de  jonction  d'éléments  liomolof»ues  eon- 
courcnil  avec  celles-ci,  et  les  deux  ponctuelles  sont  en  relation  de 
perspective  par  ce  point  de  concours;  sinon,  leur  ensemble  est  déter- 
miné par  les  trois  droites  de  jonction  des  trois  paires  données  et  les 
deux  supports;  à  tout  point  de  l'un  des  supports  qui  n'a  pas  pour 
homologue  le  point  de  concours  des  supports,  est  attachée  une  et  une 
seule  droite  de  l'ensemble  distincte  de  ce  support,  et  dont  la  trace 
sur  l'autre  support  est  l'homologue  de  ce  point. 

Réciproquement,  les  ponctuelles  liaeées  sur  deux  droites  arbitraires 
<l'un  tel  ensemble  par  les  autres  sont  en  relation  de  collinéation  res- 
treinte, les  radiées  qui  ])ar  deux  centres  arbitraires,  dont  ta  droite 

Fie.  i5, 1. 


<x') 


de  jonction  appartienne  à  V ensemble^  projettent  ces  deux  ponc- 
tuelles^ étant  perspectives. 

La  proposition  que  la  relation  de  collinéation  restreinte  entre  deux 
ponctuelles  est  univoquement  définie  par  la  donnée  de  trois  paires 
d'éléments  homologues  est  équivalente  au  postulat  dePappus,  et  l'en- 
traîne réciproquement,  car  elle  entraîne  la  proposition  fondamentale 
du  champ  réglé  de  support  quaternaire,  équivalente  à  ce  postulat. 


3.   Pour  déterminer  l'un  par  l'autre  des  éléments  homologues  de 
deux  ponctuelles  de  même  support  dont  on  donne  trois  paires  (A,  A'), 
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(B,  B'),  (G.  G'),  d'éléments  liomologues  (deux  an  plus  de  ces  paires 
peuvent  avoir  leurs  éléments  confondus,  sans  quoi  tout  élément  est 
confondu  avec  son  homologue),  un  procédé  simple  est  le  suivant  : 

Soient  deux  droites  x^  x\  unies  l'une  à  A,  l'autre  à  A/,  et  inci- 
dentes. Joignons  B  et  G  à  un  point  P  du  plan  ternaire  de  ces  droites 
extérieur  à  ces  droites;  B,  et  G|  élant  les  traces  de  ces  deux  rayons 
sur  x^  projetons-les  ])ar  un  point  arbitraire  P<  du  support  commun 
des  deux  ponctuelles  sur  x\  en  B'^  et  GJ,  et  soit  P'  le  point  de  con- 
cours de  B'Bj  et  de  G'C'^  {^fig.  i5,  1).  Les  éléments  homologues  des 
deux  ponctuelles  sont  le$  perspectives.,  par  les  centres  P  et  P',  de 
deux  éléments  homologues  des  ponctuelles  de  supports  x  et  x' y 
rapportées  perspectivement  par  le  centre  V^. 

VIII.  —  Détermination  de  la  coliinéation  restreinte  n-aire. 

1.  Coliinéation  restreinte  des  formes  binaires.  —  2.  Généralisation  de  la  proposi- 
tion concernant  le  cas  singulier  de  ponctuelles  en  coliinéation  restreinte.  —  3.  Col- 
iinéation restreinte  n-aire.  —  4.   Extension  à  la  coliinéation  générale. 

1.  La  relation  de  coliinéation  restreinte  entre  deux  formes  binaires 
d'espèces  quelconques  est  univoquement  déterminée  par  la  donnée 
de  trois  paires  d'éléments  constitutifs  homologues  ar])itraires  de  ces 
formes.  Gar  ces  données  déterminent  univoquement  sur  deux  droites 
reposant  chacune  sur  le  support  de  la  forme  correspondante,  et  cha- 
cune extérieure  à  l'axe  de  cette  forme,  deux  ponctuelles  en  relation 
de  coliinéation  restreinte,  caractéristiques  de  ces  formes. 

2.  Nous  appelons  «  configuration  caractéristique  »  ou  «  confi- 
guration surabondante  »  d'une  forme  linéaire  //-aire  donnée,  un 
ensemble,  soit  de  zi,  soit  de  /i  +  i  éléments  constitutifs  de  cette 
forme,  susceptible  de  déterminer  sur  un  champ  caractéristique 
de  cette  forme  une  configuration  caractéristique.,  ou  une  confi- 
guration surabondante.,  de  ce  champ. 

On  peut  étendre  au  champ  /i-aire  une  proposition  établie  antérieu- 
rement (§  IV,  3)  pour  une  paire  de  ponctuelles  d'un  champ  ternaire. 

Théorème.  —  Dans  un  champ  n-aire^  si  n  —  i  ponctuelles.,  de  sup- 
ports tQus  concourants^  et  formant  une  configuration  caractéris- 
tique de  la  gerbe  de  droites  intrinsèquement  {n  —  \)-aire  qui  a 
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son  centre  en  leur  point  de  concours^  svnt  rapportées  toutes  à 
V une  cV elles  {et  par  coJiséquent  chacune  à  Vautre)  par  des  col- 
linéations  restreintes  telles  que  leur  point  de  concours  soit  à  lui- 
même  son  pi'opre  homologue  dans  toutes  ces  collinéations^  le 
plan  (n  —  \)-aire  de  jonction  d\Ln  ensemble  de  n  —  i  points 
simultanément  homologues^  est  uni  à  un  plan  {n  —  i)-airefixe. 

La  droite  de  jonction  de  deux  points  homologues  Ay,  A^,  des  ponc- 
tuelles (y)  et  (A),  par  exemple,  est  unie  (§  IV,  3)  à  un  point  fixe  Byy^ 
du  plan  ternaire  des  supports  j  et  X ,  extérieur  à  chacun  de  ces  sup- 
ports. Le  plan  {n  —  i)-aire  variable  de  jonction  des  n  —  i  points  Ay 
contient  donc  le  \)\'àn  fixe  de  jonction  des  G^_,  points  fixes  By/f, 
lequel  ne  saurcdt  avoir  une  polynarité  inférieure  à  n  —  2,  puisque 
le  plan  de  jonction  de  ces  points  By^  et  de  l'un  quelconque  des  n  —  i 
supports  binaires  envisagés  contient  aussi  tous  les  autres  supports 
des  ponctuelles,  et  se  confond  par  conséquent  avec  le  support  /i-aire 
de  leur  gerbe.  c.  q.  f.  d. 

On  en  déduit  le  théorème  corrélatif  et  sa  réciproque,  qui  seront 
plutôt  utilisés  : 

Théorème  corrélatif.  —  Si^  dans  un  champ  n-aire^  n  —  \  formes 
binaires  de  plans  constitutifs  (n  —i)-aires,  ayant  pour  axes 
(n  —  2.)-aires,  les  n  —  i  bases  {n  —  '}.)-air es  dUine  même  configura- 
tion caractéristique  (n  —  \)-aire^  sont  toutes  rapportées  à  l'une 
déciles  {et par  conséquent  chacune  à  chaque  autre)  par  des  colli- 
néations  restreintes,  de  telle  sorte  que  le  plan  {71  —  \)-aire  de  sup- 
port de  la  configuration  mentionnée  soit  à  lui-même  son  propre 
homologue  dans  toutes  ces  collinéations,  le  point  de  concours  cV un 
ensemble  de  n  —  i  plans  {n  —  \)-aires  simultanément  homologues 
de  ces  formes,  décrit  une  droite. 

Réciproquement,  si  Von  suppose  que  le  point  de  concours  de  n  —  i 
plans  [n  —  \)-aires  constitutifs  homologues  de  n  —  i  formes 
binaires  ayant  pour  axes  les  n  —  i  bases  {n  —  2)-aires  d^une 
même  configuration  caractéristique  (n  —  \)-aire  dun  champ 
n-aire,  décrive  une  droite,  les  collinéations  restreintes  alors 
établies  entre  ces  formes  simultanément  rapportées  à  leur  ponc- 
tuelle caractéristique  commune  décrite  par  le  point  envisagé, 
sont  tel/es  que  le  plan  de  support  {n  —  \)-aire  de  la  configuration 
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{plan  de  jonction  des  axes  des  formes)  soit  dans  toutes  ces  colli- 
nécitio/is  son  propre  honiologne. 

3.  Proposition  fowdamejntale  de  la  collinéation  iustreijnte.  — 
Une  relation  de  collinéation  restreinte  entre  deux  formes  linéaiie$ 
n-aires  est  iinivoquement  définie  par  la  donnée  de  n  -{-  \  éléments 
constitutifs  de  V une^  formant  une  configuration  surabondante 
de  cette  forme ^  et  des  n  +  i  éléments  homologues  constitutifs  de 
Vautre^  formant  une  configuration  surabondante  de  cette  der- 
nière. 

Cette  proposition  étdnt  admise  pour  toute  paire  de  formes 
linéaires  isopolynaires  (iso  o\\  dtialisimilaires)  de  polynarilé 
intrinsèque  inférieure  à  /?,  supfXLson^^  (''la])li;'  ciilre  deux  c//(^/m/>5 
ponctuels  /?-air(\s  C  et  C   une   relation  de  eoUinéalion  reslreiiile,  où 

soienï  deux  à  deux  assoeiés  les  élémenls  de  même  indlee  A,.  A^ 

A„^,  ;    A',  y    A^,    ....    A/,_,_<,    de    deux    eonliguralions    surabondanles 
données  (A)  et  (A')  de  ces  champs-. 

Entre  les  champs  A-aires  de  deux  arêtes  homologues  A-aire^  de.> 
deux  configurations  (arêtes  de  jonction  de  deux  groupes  de  k  som- 
mets homologues)  est  alors  établie  une  eollinéalion  A-aire,  univoque- 
ment  définie  [)ar  deux  configurations  surabondanles  homologues  de 
leurs  su|:>ports  A-aires^  constituée  eliaeune  par  les  A  sommets  (k^ 
chaque  arête,  et  le  point  d'incidence  de  cette  arête  avec  Farêle  (jui 
|>orte  les  («  -|-  i  — A)  autres  sommets  de  la  conliguralion  (A)  ou  (A) 
à  laquelle  a[)partie^nl  Farête  A-aire  envisagée. 

Enlt'e  (b'ux  formes  6m«//*e5  dVdémenls  constitutifs  (/i  —  i  i-dirr-. 
ajaatpour  axes  deux  arêtes  homologue^  ( // — 2t)-aires  des  deux  con- 
figura lions- .surabondant es  (A)  et  (A'),  est  étaljlie  une  eoUinéalion  bi- 
naire restreinte,  définie  par  les  deux  triples  de  ces  plans  {ji —  i  Vaiies 
qui  sont  respectivement  unis  aux  trois  autres  s(uuuiels  de  cliaque 
configuration  (A)  ou  (A)  exléiieurs  à  Faxe  («  —  lycdre  (b'  la  forme 
binaire  corresjvondaiite. 

Considéi-anl  alors  une  configii ratio»  cai'ac(eii^li(jue  {ji  —  i)-aireX 
de  la  configuration  (A),  et  la  configuration  caraeh'ri^lique  (/^ —  i)-aire 
as^ociée  X'  de  la  configura  lion  (A'),  à  t«>ul  poiiil  P  du  <  hanq)  C, 
extérieur  aux  diverses  bases  (!<■  la  (M>iinguialioii  (A).  d(»il  èlr<'  a->o(ié 
le  point   P'  du  cham|)  C,  inler>('elion  des  n  —  i  |>lans  [n — i  i-aires 
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unis  aux  diverses  bas-es  (n  —  2  )-aires  de  la  configuration  \'.  cl  res- 
pectivement homolo orties  des  n  —  \  plans  (n  —  i)-aires  unis  à  Pet 
aux  diverses  hases  de  la  eonfio  tirât  ion  X,  dans  les  diverses  collinéa- 
tions  restreintes  t'talilics  entre  les  formes  binaires  deux  à  deux  asso- 
ciées qui  ont  pour  axes  les  bases  (n  —  2)-aires  de  la  configura- 
tion X  el  les  bases  associées  de  la  configuration  X'. 

La  relation  partout  biunivoque  ainsi  établie  entre  les  j>oints  1* 
el  P'  est  telle  q\ie  si  le  point  P  décrit  une  ponctuelle,  son  associé  P' 
décrit  aussi  une  ponctuelle,  en  relation  de  colliîiéation  restreinte 
avec  la  ponctuelle  de  P. 

Car  les  n  —  i  formes  binaires  mentionnées  du  champ  G  étant  ab^rs 
rapjwrtées  les  unes  aux  autres  (réciproque  du  théorènic  («irrélatif) 
parCJ^j  collinéations  restreintes  telles  que  1(^  plan  (n  —  i  )-aire  de 
jonction  des  axes  de  ces  formes  j  soit  dans  toutes  son  propre  homo- 
logue, il  e7i  est  de  même  pour  les  n  —  \  formes  binaires  associées 
du  champ  G',  puisque,  dans  chacune  des  n  —  i  collinéations  binaires 
qui  rapporte  l'une  de  ces  dernières  formes  à  la  forme  associée  du 
champ  G,  les  deux  plans  \n  —  i  )-aires  de  jonction  des  deux  systèmes 
d'axes  de  ces  deux  systèmes  de  formes  sont  des  éléments  homologues 
(supports  des  configurations  X  et  X/). 

(Bien  distinguer  les  G^^_^  collinéations  entre  les  n  —  i  fonnes  du 
mêms  cham,p  G,  réstdtant  de  ce  qu'elles  sont  simultanément  rap- 
]>ortées  à  une  même  jx^nctuelle  caractéristique  décrite  par  le  point  P, 
et  les  n  —  i  collinéations  qui  rapportent  chacune  d'elles  à  la  forme 
homologue  du  ehamj)  G',  ces  demièi^s  étant  déterminées  par  la 
collinéation  /i-aire  sup^îosée  établie  entre  les  deux  champs  G 
elC) 

Le  point  P'  est  donc  uni  à  un(^  droite  lîxe,  et  la  ponctuelle  qu'il  v 
décrit  est  en  relation  de  collinéation  restreinte  avec  la  ponctuelle 
de  P,  puisque  ces  deux  ponctuelles  sont  les  ponctuelles  caractéris- 
tiques de  deux  formes  homologues  des  deux  champs. 

On  a  supposé  isosimilaires  les  deux  chamj)s  linéaires  isopolynaires 
envisagés;  s'ils  étaient  dualisimilaires^  la  même  démonstration 
subsiste,  en  y  modifiant  légèrement  les  termes.  La  proposition  fon- 
damentale de  la  collinéation  restreinte  est  donc  établie  pour  toute 
paire  de  formes  linéaires  isopolynaires  d'espèces  quelconques,  \\\\hr- 
qu'elle  est  établie  pour  une  paire  de  champs  caractéristiques  de  ces 
formes. 
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4.  Ainsi  qu'on  Fa  déjà  dit,  il  résultera  du  postulat  de  disposition 
polygonale  à  caractère  projectif  de  Fensemble  des  points  d'une 
droite,  qu'une  configuration  surabondante  d'un  champ  ponctuel 
/î-aire  détermine  univoquement  dans  ce  champ  un  ensemble  illimité 
d'éléments,  dénommé  7'éseau  n-aiie  de  Mobius^  ensemble  pouvant 
aussi  bien  être  défini  par  Tune  quelconque  de  ses  configurations 
surabondantes,  et  dont  les  points  peuvent  être  mis  en  correspondance 
biunivoque  et  réciproque  avec  l'ensemble  des  (/i  —  i)-uples  ordonnés 
de  nombres  rationnels. 

11  résultera  donc  de  ce  postulat  que,  pour  toute  collinéation  re^- 
treinte  ou  générale  entre  deux  champs  //-aires,  où  se  correspondent 
deux  configurations  surabondantes  données  de  ces  champs,  la  relation 
sera  univoquement  définie  au  moins  entre  les  éléments  homologues 
des  deux  réseaux  déterminés  par  ces  configurations  (en  envisageant 
comme  homologues  deux  éléments  déduits  à  partir  de  chacune  des 
configurations  par  une  même  construction  linéaire). 

Les  postulats  de  continuité,  affirmant  que  l'ensemble  des  éléments 
d'un  réseau  /?-aire  de  Mobius  est  partout  dense  dans  le  chamj) 
/z-aire  qui  le  porte  et  que  tout  point  de  ce  champ  est  un  point-limite 
de  l'ensemble,  entraînent,  pour  la  collinéation  générale  comme 
pour  la  collinéation  restreinte^  la  proposition  fondamentale  de  la 
collinéation  (si  l'on  suppose  que  la  collinéation  n'altère  pas  la  conti- 
nuité des  ensembles  auxquels  elle  s'applique,  c'est-à-dire  qu'elle 
transforme  toujours  l'élément-limite  d'un  ensemble  d'éléments  dans 
l'élément-limite  de  l'ensemble  des  éléments  transformés  des  pre- 
miers), et  font  par  conséquent  coïncider  ces  deux  sortes  de  collinéa- 
tions,  les  collinéations  générales  devenant  alors  des  collinéations 
restreintes. 

IX.  —  Perspective  et  homologie. 

1.  Perspective.  —  2.  Homologie.  —  3.  Produit  de  deux  homologies  de  même 
centre,  ou  de  même  plan  axial,  et  configurations  analogues  aux  figures  polaires. 
—  4.  Produit  d'homologies  équivalant  à  une  homographie  donnée.  — ' '>.  Note 
finale. 

\  .  Etant  donnés  un  ])lan  /z-aire  P"  et  un  point  O  extérieur  à  ce 
plan,  on  appelle />er5/?ec^fVe  sur  ce  plan  relativement  au  centre  O^ 
d'un  point  arbitraire  X  du  plan  (/i  +  T)-aire  (P".  O).  rintersection 
de  la  droite  OX  avec  le  plan  P". 
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Si  le  point  X  décrit  dans  le  |)lan  (/i -|- i)-aire  (P",  O)  un  plan 
/,-aiic  1*^,.  non  uni  au  centre  G  (i<A£/i),  s;i  perspective  décrit 
dans  le  plan  I*"  un  plan  /-aire  P^,  intersection  de  P"  avec  le  plan 
(Â-j-ij-airc  (l*'|,,  G).  (Si  le  plan  Pj.  esl  imi  ;iii  centre  G,  la  polyna- 
ril('*  de  ^a  |)eispeeti\ e,  qui  est  alors  son  intersection  avec  le  plan  P", 
est  (liniliiucc  d'une  unité.) 

En  [)iii  li(  idier,  si  le  point  X  décrit  un  plan  /^-aire  PJ  non  uni  au 
(■(Mille  O,  sa  perspeelixc  sur  P"  décrit  ce  plan  P",  reposant  sur  le 
plan^/^4-i)-aire(P^,  O). 

Dans  ce  cas.  les  plans  P^'  et  V^  sont  dits  rapportés  perspectwe- 
menf  l'un  à  l'autre,  ou  e/i  lelation  de  perspective  par  le  centre  O. 

Deux  elianips  iso-/?-aires  sont  donc  en  perspective  par  un  centre  G, 
si,  leurs  supports  étant  distincts  et  ayant  leur  incidence  maxiniée, 
reposant  par  conséquent  simultanément  sur  un  même  support 
(/i  +  i)-aire,  leurs  points  constitutifs  sont  deux  à  deux  associés  par 
une  relation  biunivoque  telle  que  la  droite  de  jonction  de  deux  élé- 
ments homologues  soit  unie  à  un  point  fixe  G,  extérieur  à  chacun 
lie  leurs  supports,  mais  re])osant  sur  leur  plan  (/i  -f-  i)-aire  de  jonction. 

Tout  point  de  l*J  se  transforme  par  cette  perspective  en  un  point 
bien  déterminé  de  l*",  les  deux  points  étant  alignés  avec  le  centre  G, 
cl  [)lus  généralement,  tout  élément  /r-aire  Pj.  de  P^  en  un  élément 
i.i)-Â-aire  P^  de  P",  le  plan  de  jonction  des  éléments  P|^  et  P'^  étant 
le  plan  (/e -f- i)-aire  uni  à  l'un  d'eux  et  au  centre  G;  ces  deux  élé- 
ments ont  donc  toujours  pour  intersection  un  plan  \k  —  ])-aire, 
qui  appartient  cVailleurs  au  plan  (n  —  \)-aire  ci'' intersection 
de  P"  el  de  P','. 

Si  nous  faisons  les  perspectives  sur  P"  d  un  plan  P^.  relativement 
à  deux  centres  distincts  G<,  Go  |les  deux  plans  /i-aires  et  les  deux 
cenli'cs  sont  supposés  appartenir  à  un  même  plan  [n  -f-  i  )-aire],  les 
persjxctives  X,,  X2  sur  P"  d'un  même  point  X  de  PJ  sont  alignées 
a\  <(  1.»  trace  G  de  G 1  Go  sur  P"  (sur  la  droite  d'intersection  du  plan  P" 
et  du  plan  ternaire  G,G2X). 

Les  perspectives  iso-A-aires  P^  Pj  d'un  même  élément  Â-aire  Pj 
de  P','  ont  pour  élément  de  jonction  un  plan  (A  -f-i)-aire  uni  à  l'un 
d'eux  et  au  point  G,  savoir  le  plan  d'intersection  de  P"  et  du  plan 
(A-[-2  )-aire  (P^,  G,.  G2);  elles  ont  donc  toujours  une  intersection 
{k  —  i)-aire,  laquelle  repose  dUiilleurs  sur  le  plan  [n  —  \)-aire 
d' intersection  de  P"  et  de  PJ. 
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2.  Nous  arrivons  ainsi  à  la  notion  d'une  transformai  ion  des  élé- 
ments d'un  champ  /i-air«  d-e  support  P'*  vn  d'autres  éléments  de 
même  espèce  de  c-e  même  champ,  transformation />a/7r>M/  biunivoque 
caractérisée  par  les  conditions  suivantes  : 

i*^  Un  point  et  son  transformé  sont  alignés  avec  un  point  fixe  O  de 
ce  champ  [centi'e)] 

2°  En  général,  Tintersection  d'un  élément  /c-aire  du  champ  et  de 
son  transformé  iso-A'-aire  est  un  plan  (A'  —  i)-aire  reposant  sur  un 
plan  (n  —  i)-aire  /îxeV^~*  de  P",  leur  élément  de  jonction  étant 
un  plan  {k-\-  i)-air€  uni  au  centre  O. 

Getie  transformation  s'appelle  «ne  homologie^  le  point  fixe  O  et  le 
plan  fixe  (n  —  i)-aire  P"~'  sont  îe  centre  cl  \(^  plan  axial  ée  cette 
homologie. 

Les  éléments  unis  au  centre  ou  plan  axial  ne  sont  pas  altérés  par  la 
transfonnation . 

Une  transformation  homologique  dans  un  champ  de  support  P" 
est  univoquement  définie  si  l'on  donne  le  centre  O  et  le  plan  axial  P«~' 
-d'komologic,  ainsi  qu'un  point  X,  et  son  transformé  Xo  alignés  avec 
le  centr{\  Le  transforme  d'un  point  arbitraire  Y,  du  champ  est  alors 
l'intersection  Yo  des  droites  OY,  et  ZXo,  Z  étant  la  trace  de  X<  Y, 
sur  le  plan  axial  d'komologie. 

Les  éléments  d'un  plan  P'*  et  leurs  transformés  suivant  le  mode 
qu'on  vient  de  définir  (dans  ce  dernier  alinéa)  sans  sortir  de  ce  plan^ 
peuvent  toujours  être  considérés  comme  les  perspectives  faites  de 
deux  points  distincts  extérieurs  à  P",  mais  reposant  simultanément 
avec  P'^  sur  un  mènie  plan  (/i  +  i)-aire  P^^^"',  des  éléments  d'un 
même  plan  /i-aire  P^,  reposant  aussi  sur  ce  plan  {n  -l-i)-aire. 

Soient  en  effet  dans  P"  :  O  le  centre  et  P^*-<  le  plan  axial  d'homo- 
logie;  X|,  X2,  un  point  et  son  transformé  qui  servent  à  définir  l'ho- 
moiogie;  V,  un  autre  point,  et  Yg  son  transformé. 

Soient  0(,  Oo  deux  points  extérieurs  au  plan  P",  \wms  alignés 
avec  le  centre  O. 

Les  droites  0,X,,  0^X2,  reposant  sur  le  plan  ternaire  d'inci- 
dence des  droites  O^Og  et  XjXo  incidentes  en  O,  ont  un  point 
d'incidence  X;  de  même,  O,  Y,  et  Oo  Yo  ont  un  point  d'incidence  Y. 

Les  trois  droites  XY,  X,  Y,,  XoYo,  deux  à  deux  eoplanaires 
sans  Vêtre  simultanément  (leurs  plans  ternaires  de  jonction  2  à  2 
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sont  les  plans  0,\,\,.  O2X2Y0,  OX^Y»,  et  l'on  supposa  que  les 
deux  paires  de  points  \i.  Y4  ;  X2,  ^2  n'aient  pas  été  choisis  sur  la 
même  droite  unie  à  O),  sont  concourantes. 

La  droite  XY,  unie  (ui  point  d'incidence  de  X,  \  ,  et  de  X2\2. 
lequel  par  définition  est  uni  au  plan  axial  P«-*  de  Thomologie,  est 
donc  incidente  à  ce  plan  axial^  et  leur  plan  de  jonction  (de  X\  et 
de  ce  plan  axial)  est  un  plan  n-aire  V[,  ou  (P"~',  X). 

Quand  les  points  Y^.  ^2  décrivent  le  plan  P"  en  satisfaisant  à  l'ho- 
mologie.  le  point  \  décrit  le  plan  /«-aire  P^.  ou  (P"~'.  X).  et  les 
points  \,,  Y2  sont  les  perspectives,  pailcs  centres  respectifs  Oi  etOi. 
d'un  même  point  \  de  ce  plan  P".  c.  q    f.  d. 

On  peut  encore  considérer  les  éléments  tl'un  plan  P'*  et  leurs  trans- 
formés par  une  homologie,  comme  les  perspectives  faites  par  un 
centre  O  extérieur  à  ce  plan,  des  éléments  correspondants  de  deux 
plans  /z-aires  P"  et  Pg,  reposant  tous  deux  sur  le  jdan  («-|-i)~aire 
(P",  O),  et  qui  sont  eux-miêmes  en  perspective  par  un  centre  C. 

Ejq.  effet,  deux  points  correspondants  de  ces  deux  plans  auxiliaires 
sont  alignes  avec  le  centre  C.  ci  deux  éléments  arbitraires  correspon- 
dants iso-A-aires  de  ces  plans  ont  pour  élément  de  jonction  un 
plan  (A' -[- i)-aire  uni  au  centre  C  de  leur  perspective,  et  pour  élé- 
ment d'intersection  un  plan  (A  —  i)-aire  reposant  sur  le  plan  d  inter- 
section (/i  —  i)-aire  de  ces  deux  plans  P,'  et  P^. 

Donc,  les  perspeclives  sur  P'^  (faites  par  le  centre  O)  de  deux 
points  correspondants  sont  alignées  avec  la  perspective  du  point  C,  et 
celles  de  deux  éléments  correspondants  arbiti^aires  A-aires  auront 
leur  intersection  (A  —  i)-aiie  unie  à  nn  plan  fixe  P'*  "%  {>erspective  du 
plan  in  —  i)-aire  d'intersection  de  Pj  et  de  P^;  le  plan  de  jonction 
de  ces  perspectives  A-aires  étanl  un  plan  ( A  -f- 1 )-aii'e  uni  à  la  pers- 
pective du  point  C.  c.  Q.  F.  T). 

La  réciproque  s'établirait  aus>i  ai  cément. 

Une  homologie  remarquable  est  ï homologie  involutive^  caracté- 
risée par  cette  propriété  que  le  transformé  d'un  élément  ^e  transfomie 
à  son  tour  en  ce  premier  élément. 

11  en  sera  question  dans  le  Chapitre  suivant. 

Le  centre  et  le  plan  axial  de  l'homologie  peuvent  être  unis]  une 
homologie  à  centre  et  pkui  axial  unis  s'appellera  une  homologie  para- 
bolique, ou  homologie  de  translation. 

Dans  une  homologie,  le  quadruple  aligné  formé  par  un  point,  son 
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transformé,  le  centre  d'homologie,  et  la  trace  de  leur  droite  d'aligne- 
ment sur  le  plan  axial,  conserve  un  caractère  projectif  invariable. 
Car  si  l'on  envisage  un  second  quadruple  analogue  de  support  distinct, 
ces  deux  quadruples  sont  perspectif  s  (par  le  point  de  concours,  uni 
au  plan  axial^  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  et  de  celle  qui 
joint  leurs  transformés). 

Ce  caractère  projectif  invariable  est  ce  que  l'on  appelle  le  caractère 
projectif  de  V homologie  envisagée. 

L'ne  homologie  non  parabolique  est  univoquement  définie  par  son 
centre,  son  plan  axial  et  son  caractère  projectif. 

3.  Deux  homologies  de  même  plan  axial.,  effectuées  successive- 
ment (la  transformation  résultante  s'appelle  \e  produit  de  ces  homo- 
logies, produit  dépendant  de  l'ordre  des  facteurs)  équivalent  à  une 
troisième  homologie  de  même  plan  axial  que  les  premières,  et  dont  le 
centre  est  aligné  avec  les  centres  des  premières. 

Car  si  un  point  X  a  pour  transformé  X,  par  la  première  homo- 
logie, la  droite  XX<  étant  unie  au  centre  C|,  et  si  X<  a  pour  trans- 
formé X2  par  la  seconde  homologie,  la  droite  X^Xo  étant  unie  au 
centre  Co,  soit  C  la  trace  de  XX2  sur  la  droite  des  centres  CiC^. 
Considérant  un  nouveau  point  arbitraire  Y,  son  transformé  \ ,  par  la 
première  homologie,  et  le  transformé  Yo  de  Y^  par  la  seconde  homo- 
logie, les  deux  triangles  XX,  Xo,  YY,  Yo,  ont  leurs  sommets  sur  les 
trois  droites  XY,  X,  Y,,  XoYg,  concourantes  sur  le  plan  commun 
d'homologie,  leurs  côtés  XX,,  YY,  étant  unis  au  point  C,,  et  leurs 
côtés  XX2,  YY2  étant  unis  au  point  C2.  Le  troisième  côté  \  Y2  du 
triangle  (Y)  est  donc  uni  au  point  C,  trace  de  XX2  sur  G,  C2,  et  centre 
d'une  troisième  homologie  équivalente  au  produit  des  premières. 

De  même,  le  produit  de  deux  homologies  de  même  centre  est  une 
homologie  de  même  centre,  et  dont  le  plan  axial  est  uni  à  l'intersec- 
tion des  plans  axiaux  des  premières. 

Si  les  deux  premières  soni  paraboliques  (centre  et  plan  axial  unis), 
la  troisième  l'est  aussi, 

Trois  configurations  caractéristicjues  /i-aires  d'un  même  j>Jan  /i-aire, 
dont  les  traces  sur  un  même  plan  (^n  —  i)-aire  reposant  sur  le  premier 
se  confondent,  sont  donc  deux  à  deux  homologiques  (§111,  3),  les 
trois  centres  de  ces  homologies  étant  alignés. 

L'ensemble  des  éléments  constitutifs  de  ces   trois  configurations, 
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des  plans  de  jonelioii  deux  à  deux  de  leurs  éléments  liomolo<;u(\s 
(unis  à  Tun  des  cenlres).  des  plans  d'intersection  de  ces  éléments 
deux  à  deux  (reposant  sur  le  plan  axial  commun),  forme  une  configu- 
ration qui  est  une  première  généralisation  de  la  figure  polaire 
(§  111,  4),  car  elle  peut  être  considérée  comme  la  trace  sur  son  plan 
/i-aire  d'une  configuration  plus  que  surabondante  d\in  plan 
{^n -\- \^-aire  supportant  le  premier^  constituée  par  les  éléments 
de  jonction  de  /i -f- 3  points  de  ce  plan  (n  -+-  i)-aire,  tels  que  n 
quelconques  d^ entre  eux  ne  reposent  pas  simultanément  sur  un 
plan  de polynarité  inférieure  à  n. 

La  figure  polaire  étant  représentée  par  le  symbole  g'{n^  /i  -f-  2),  la 
nouvelle  figure  se  représentera  par  le  symbole  g(n^  n-\-'S),  et  Ion 
désignera  en  général  par  le  symbole  g'{n,  n -\- p)  la  configuration 
d'un  plan  n-aire  qui  est  la  trace  sur  ce  plan  des  éléments  de  jonction 
2  a  2,  ...,  /ii\  k\  de  n -\- p  points  d'un  même  plan  (/j -|- i)-aire 
supportant  le  premier,  n  points  quelconques  des  n  -j- p  points  envi- 
sagés n'appartenant  pas  simullanément  à  un  [)lan  de  polynarité  infé- 
rieure à  /^. 

Les  éléments  d'une  telle  figure  peuvent  être  notés  comme  il  l'a  été 
fait  pour  la  figure  polaire.  Chacun  de  ses  points  peut  être 
affecté  d'une  combinaison  binaire,  et  chacun  de  ses  éléments  A-aires 
d'une  combinaison  ( /i -|- i )-aire  de  n -]- p  indices  variant  de  i  à /i -f-/?, 
de  telle  sorte  que  tout  élément  k-aire  supporte  tout  élément  de  poly- 
narité inférieure  affecté  d'une  combinaison  dont  tous  les  indices 
figurent  dans  la  combinaison  attachée  à  cet  élément  Â-aire,  et  repose 
sur  tout  élément  de  polynarité  supérieure  affecté  d'une  combinaison 
contenant  tous  les  indices  de  la  combinaison  de  l'élément  A'-aire. 

De  même,  trois  configurations  caractéristiques  d'un  même  plan 
/i-aire.  dont  les  sommets  sont  alignés  trois  à  trois  avec  un  centre 
fixe,  sont  deux  à  deux  homologiques,  de  telle  sorte  que  les 
trois  plans  axiaux  de  ces  homologies  soient  unis  à  un  même  plan 
{n  —  2)-aire;  elles  forment,  avec  le  centre  commun,  les  trois  plans 
axiaux,  et  l'ensemble  des  éléments  de  jonction  et  d'intersection  de 
leurs  éléments  homologues  une  configuration  G(/i,  n  -h  3),  n-aire- 
ment  corrélative  de  la  configuration  g{n,  /i-|-3),  et  peut 
être  considérée  comme  la  projectiDii  sur  son  support  /i-aire  P", 
faite  par  un  point  extérieur  O,  des  divers  éléments  d'intersection  (de 
[)olynarités  variables  de  /i  —  i  à  i)  de  /i-|-3  plans  /i-aires,  reposant 


I0<)  CHAPITRE    I. 

sur  le  jilan  {n  -f-i)-airc  (P'^,  O),  et  tels  que  nul  système  de   /i  +  i 
d'entre  eux  n'ait  un  jx)int  à  tous  commun. 

4,  Toute  transformation  homographique  restreinte  dans  le 
champ  7^-aire  équivaut  à  un  produit  d'homologies  effectuées  dans  ce 
champ. 

11  suffit  d'établir  que  l'on  peut  toujours,  par  un  produit  d'iiomo- 
logies,  transformer  une  configuration  surabondante  /i-aire  donnée  en 
une  autre  configuration  surabondante  donnée  de  même  support. 

Montrons  d'abord  que  l'on  peut  toujours,  par  un  produit  de  trois 
homologies  au  plus  effectuées  dans  un  plan  ternaire,  transformer  un 
quadrangie  Ao  A,  A^Ag  de  ce  plan  en  un  autre  quadrangle  BqB^  BoB, 
de  ce  même  plan. 

Une  première  homologie  d'axe  arbitraire  et  de  centre  uni  à  AoBq 
transformera  Aq  en  Bq,  les  trois  autres  points  (A)  se  transformant 
en  Aj,  A!,,  A3.  Considérant  deux  droites  x  et  x' ^  unies  à  Bo,  les 
droites  cjui  joignent  les  traces  sur  x'  des  côtés  du  triangle  A'j  A'^A!, 
aux  traces  sur  x  des  cotés  homologues  du  triangle  BiBsBg  forment 
un  triangle  G1C2C3,  homologique  (axe  x^)  au  triangle  (A'),  et  homo- 
logique  (axe  x)  au  iriangie  (B).  Donc,  sans  altérer  le  point  Bg,,  une 
deuxième  homologie  d'axe  x'  transforme  le  triangle  (A')  en  (C),  et 
une  troisième  liomologie  d'axe  x  transforme  (G)  en  (B). 

Si  les  droites  qui  joignent  les  traces  X'j,  X',,  X'^,  sur  x'  des  côtés 
de  (A')  aux  traces  Xi,  X2,  X3,  sur  x  des  côtés  de  (B)  [côtés  du 
triangle  (G)j  étaient  concourantes,  on  envisagerait,  par  exemple,  au 
lieu  de  x^  une  autre  droite  y  wnie  à  Bq,  et  Y, ,  Yo,  Y.,  étant  les  traces 
sur  cette  droite  des  côtés  du  triangle  (B),  les  droites  Xj\,,  X2\2, 
X3Y3,  cotés  du  nouveau  triungle  (G),  ne  sont  plus  concourantes. 
Gar  si  elles  Fêtaient,  les  deux  triples  X,,  Xg,  X;*,  Y|,  Y,,  Yg,  étant 
alors  perspectifs  au  même  troisième  X'^ ,  X'^,  X3,  et  leurs  supports  jf, 
j?',  y^  étant  concourants,  seraient  perspectif  s  V  un  à  Vautre^  et  les 
droites  de  jonction  de  leurs  points  homologues,  côtésdu  triangle  (B), 
seraient  concourantes,  ce  «qui  n'est  pas. 

La  proposition  générale  étant  admise  pour  le  champ  (n  —  î)-aire, 
soient  deux  configurations  surabondantes  7i-aii*es  (A),  (B)  de  même 
support,  de  sommets  respectifs  (Aq,  A,,  ...,  A„),  (Bq,  B,,  ...,  B„). 

Par  une  première  homologie  de  plan  axial  arbitraire  et  de  centre 
uni  à  la  droite  AoBq,  nous  pouvons  transformer  Ao  en  Bq,  la  configu- 
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ration  (A)  se   Iransforiiiaal  alors   en  une  autre  configuration  (A'). 
ayant  pour  sommets  (Bq,  A',,  A', ^//)- 

Considérons,  alors  dans  un  plan  («  — i)-aire,  reposant  sur  le 
plan  Ai-aire  envisagé,  et  non  uni  à  nul  sommei  des  configurations  (A') 
et  (B).  les  deux  canfiguratioas  surabondantes  (n  —  i)-aires  formées 
par  les  deux  n-uples  de  traces  des  deux  n-uples  d^ arêtes  binaires 
toutes  unies  au  sommetB^^  des  deux  configurations  (A')  et  (B); 
par  un  produit  de  k  homologies  eflectuées  dans  ce  plan  {n  —  i)-aire. 
la  première  peut  être  transformée  dans  la  seconde. 

Envisageons  les  A^  bomologies  n-aires,  de  mêmes  centres  respec- 
tifs que  les  k  liomologies  (/î  —  i)-aires,  dont  les  plans  arxiaux,  tous 
unis  au  sommet  commun  Bo  de  (A')  et  de  (B),  sont  unis  chaeun 
respectivement  au  plan  axial  de  l'homologie  (n — i)-aire  de  même 
centre,  et  qui  transforment  chacune  le  champ  {n  —  i)-aiit  de  la 
même  manière  que  V kom&logie  (n  —  \)-aire  de  même  centre. 

Leur  produit  transforme  la  configuration  caractéristique 

en  une  autre  (A'|,  .. .,  AJ^),  homologique,  par  le  centre  B^,  à  la 
configuration  caractéristique  (B,.  ....  B„),  et  n'altère  pas  le 
point  Bo-  Une  dernière  homologie  ayant  ce  point  pour  centre  le  lais- 
sera inaltéré,  et  fera  finalenient  coïncider  les  deux  /i-uples  (A'^ ,  ... ,  AJ^ ) 
et  (Bj.  .  , .,  B„).  C.Q.F.D. 

Toute  projeetivité  restreinte  est  donc  une  projectivité  Poncelet^ 
toute  corrélation  restreinte  dans-  le  plan  /?-air('  c^l  le  produit  d'une 
projeetivité  Poncelet  et  d'une  corrélation  fixe  arbitraire  (j>aT  exemple 
une  corrélation  Pappus  ;  telle;  dans  le  cas  de  n  pair  y  la  réciprocité 
polaire  spéciale  à  élém-ents  correspondants  unis). 

La  démonstration  donnée  conduit  pour  le  plan  «-aire^  à  deux, 
homologies  de  plus  que  pour  Le  plan  («  —  i)-aire;.  en  réalitéT  une 
seule  homologie  de  plus  peut  suffire.  11  en  résultera  que  toute 
homographie  /i-aire  équivaut  à  uin  produit  de  n  homologies  au  plus. 

N'effectuons  pas  la  première  homologie  transformant  Aq  en  Bo  : 
et^  adiftettani  que  l'on  puisse  transformer  une'  configuration  sura- 
bondante {n  —  i)-aire  en.  une  autre  de  me  me  support  par  un  prodfrit 
de  /i  — I  homologies,  considérons  surmi  phui  (/?  — i^-aire 'arbitraire 
non  uni  à  nul  sommet  des  deux  configurations  donrkées  (A)  et  (B) 
(et  reposant  sur  leur  sup|:w)rl   /î-aire),   les  deux  n-uples  de  tracffï^ 
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des   deux  7^-uples  de  droites-arèles  des  configurations  (A)  et   (B), 
unies  les  unes  au  sommet  Aq,  les  autres  au  sommet  Bo- 

O,,  Oo,  . . .,  0«_i,  étant  les  centres  des  n —  i  homologies  {ii  —  i  )- 
aires  (rangées  dans  l'ordre  où  elles  sont  effectuées)  qui  transforment 
le  premier  /i-uple  dans  le  second,  supposons  construite  une  chaîne 
de  n  —  I  droites  dt ,  d^,  .  •  -,  <^«_«  telle  cjue  deux  droites  consécutives 
de  la  chaîne  soient  incidentes  et  que  chaque  droite  d^  soit  unie  (tu 
centre  O/^,  les  droites  extrêmes  d^  et  dn_i  étant  en  outre  unies  la 
première  à  Ao  et  la  dernière  à  Bq. 

Soient Xo,  X3,  X  ,,  . . .,  X«_4,  les  points  d'incidence  consécutifs  des 
droites  {d)\  Aq  et  Xo  sont  alignés  avec  O,  ;  X/i  et  Xyi^^.,  sont  alignés 
avec  Ok]  X^_,  et  Bo  sont  alignés  avec  On-\- 

Nous  prendrons  chacune  des  n  —  i  homologies  /i-aires  toujours  de 
même  centre  0/f  que  l'une  des  homologies  [n  —  i)-aires,  son  plan 
axial  étant  uni  au  plan  axial  de  cette  dernière,  transformant  de  la 
même  manière  que  cette  dernière  le  champ  (/i —  i)-aire  qui  contient 
les  n —  I  centres,  et  nous  achèverons  de  la  déterminer,  non  plus  en 
unissant  son  plan  axial  au  point  Bo,  mais  par  la  condition  que 
cette  homologie  7i-aire  de  centre  0/f  transforme  X;^  en  Xa+<  (la  pre- 
mière de  ces  homologies  transformera  Aq  en  X2,  et  la  dernière.  X,i_, 
en  Bo).  Un  point  de  son  plan  axial  [n —  i)-aire  est  le  point  de  con- 
cours d'une  droite  joignant  X/i  à  un  point  arbitraire  du  plan  (/i  —  i)- 
aire  des  centres,  avec  la  droite  joignant  le  transformé  de  ce  dernier 
[par  l'homologie  (/?  —  i)-aire  de  centre  Oa]  au  point  X^+i- 

Par  le  produit  de  ces  n —  i  homologies  /i-aires,  le  sommet  Ao  de 
la  première  configuration  surabondante  /i-aire  est  amené  en  Bo,  sa 
configuration  caractéristique  restante  se  transformant  en  une  autre 
homologique^  par  le  centre  Bq,  à  la  configuration  caractéristique 
restante  de  la  seconde^  et  une  /i-iéme  homologie  de  centre  Bo  fait 
finalement  coïncider  les  deux  configurations. 

La  chaîne  de  droites  [d)-  envisagée  est  d'ailleurs  univoquement 
déterminée,  si  les  n-\-\  points  Aq,  Oi,  Oo,  ...,  0/;_,,  Bo,  forment 
une  véritable  configuration  surabondante  /i-aire,  c'est-à-dire  si, 
les  n  —  I  centres  O;^  formant  une  véritable  configuration  caracté- 
ristique (/i —  i)-aire,  la  droite  AoBo  n'est  incidente  à  nulle  base  de 
cette  configuration.  On  voit  alors  en  effet,  immédiatement,  que  la 
droite  d/f  est  l'intersection  du  plan  (/r-i- i)-aire  AoOjOo.-.Oa.  et 
du  plan  {n  —  Â-|-i)-aire  O^Oa+i  •  •  -O/i.iBo- 
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Mais  si  les  n  -\-  i  points  mentionnés  ne  forment  pas  une  configu- 
ration surabondante,  certains  centres  non  consécutifs  pouvant  même 
coïncider,  ce  procédé  peut  entraîner  des  discussions,  de  sorte  qu'il 
vaut  mieux  opérer  autrement. 

Nous  allons  montrer  que,  dans  le  champ  zi-aire,  un  produit  de 
plus  de  n  homoloji,ies  se  ramène  à  un  produit  d'un  nombre  moindre 
d'homologies,  et  par  conséquent  à  un  produit  de  n  homologies  au 
plus. 

Supposons  démontrée  cette  proposition  fondamentale  :  Le  produit 
de  deux  homologies  n-aires  est  équivalent  au  produit  de  deux 
autres  homologies  dont  les  centres  sont  alignés  sur  la  droite  des 
centres  des  premières^  f  un  de  ces  derniers  centres^  soit  le  premiei., 
soit  le  second,  pouvant  être  choisi  arbitrairement  sur  cette  droite. 

Considérons  trois  homologies  /i-aires  H<,  Ho,  H3,  de  centres 
alignés  O, ,  Oo,  O3  ;  remplaçons  le  produit  H|  H2  par  H'^  H'^,  H.,  ayant 
son  centre  en  O3  et  Hj  ayant  son  centre  sur  la  droite  des  centres.  Le 
produit  H., H3  de  deux  homologies  de  même  centre  O3  équivalant  à 
une  homologie  de  même  centre  (§  IX,  3),  le  produit  H<  H0H3  équi- 
valent à  H'^  (H^jHs)  est  ramené  à  un  produit  de  deux  homologies. 

Considérons  un  produit  de  quatre  homologies  /i-aires  H^  H2H3H/, , 
trois  homologies  consécutives  n^ ayant  pas  leurs  centres  alignés^ 
sans  quoi  la  réduction  serait  immédiate.  Supposons  que  le  centre 
Or,  de  la  quatrième  homologie  soit  uni  au  plan  ternaire  Oi0203  des 
centres  des  premières.  Si  O  est  la  trace  de  O3O/,  sur  OiOo,  nous 
remplacerons  le  produit  H3 H,  par  le  produit  H'^H^,  de  telle  sorte 
que  Hg  ait  son  centre  en  O;  alors  le  produit  H,H2H3H/,  est  équiva- 
lent au  produit  (HjHaHg)!!'^,  et  le  produit  H<H2H'3  de  trois  homo- 
logies de  centres  alignés  se  ramenant  à  un  produit  de  deux  homolo- 
gies, le  produit  primitif  se  ramène  à  un  produit  de  trois  homologies. 

Supposons  établi  pour  toute  valeur  de  k  inférieure  ou  égale  à  «, 
qu'un  produit  de  k  homologies  «-aires  dont  les  centres  ne  forment 
pas  une  configuration  caractéristique  A-aire,  c'est-à-dij*e  reposent 
sur  un  plan  de  polynarité  inférieure  à  A*,  puisse  toujours  se  réduire  à 
un  produit  d'un  nombre  moindre  d'homologies. 

Si  Ton  considère  un  produit  de  n  -f-  i  homologies  /i-aires  H,  ...\\n^\ , 
de  centres  0| ,  ...,  On+\  (les  centres  des  n  premières  formant  une  conH- 
guration  caractéristique  /z-aire,  sans  quoi  la  réduction  se  ferait  immé- 
diatement) et  si  O   est  la   trace  de  O^O^^.,    sur  le  plan  {n  —  1  )-aire 
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des  centres  des  n  —  i  premières,  on  [)eul  remplacer  le  produit 
H»H,t_,.,  par  H'^^H^^^,.  H'^^  ayant  soji  centre  en  O.  Alors,  1<> 
produit  H,  H2  ...  H„_{  H'^  se  ramenant  à  un  produit  de  moins  de 
n  homologies,  le  produit  H,  Ho  ...  H^H/i.^,  équivalent  au  produit 
(H<  H2  ...  H„_i  H^^)  H^^^j  se  ramène  à  «n  produit  de  n  homologies  au 
plus.  c.  9.  F.  i>. 

Quant  à  la  proposition  fondamentale  sur  laquelle  on  s'est  appujé. 
en  voici  un  aperçu  de  démonstration  que  le  lecteur  saisira  mieux 
après  la  lecture  du  Chapitre  consacré  aux  homographies  binaires  : 

Le  produit  de  deux.liomologies  détermine  sur  la  droite  des  centres 
une  homographie  binaire  (nous  envisageons  seulement  le  cas  général 
où  nul  des  deux  centres  n'est  uni  à  nul  des  deux  plans  axiaux). 

Supposons  qu'  on  veuille  les  remplacer  par  un  produit  équivalent  ; 
où  l'une  des  homologies.  par  exemple  la  première,  ait  son  centre  en 
un  point  O  de  la  droite  des  centres  0|  O:».  Considérons  Fliomographie 
])inaire  adhérente  à  V homographie  binaire  mentionnée,  et  cfui 
transforme  Oj  en  O,  homographie  toujours  univoquement  déter- 
minée, sauf  si  O,  ou  O  est  un  point  principal  de  la  première.  Eli- 
minant aussi  ce  dernier  cas,  les  centres  des  deux  nouvelles  homo- 
logies seront  les  transformés  des  centres  des  premières  par  la 
seconde  homographie  binaiie^  leurs  plans  axiaux  seront  unis  à 
f  intersection  des  plans  axiaux  des  premières^  et  les  traces  de  ces 
plans  sur  la  droite  des  centres  seront  les  transformés.,  par  cette 
seconde  homographie^  des  traces  des  plans  axiaux  des  premières. 
On  donnera  aux  nouvelles  homologies  le  même  caractère  pro- 
jectif  respectif  que  les  premières^  çt  leur  produit  sera  équivalent 
au  produit  des  premières. 

Si  dans  une  homographie  /i-aire  «ui  connaît  un  point  double  et  le 
plan  double  correspondant  ^\^  ^voànil  à^\ioïi\o\o^\(is  équivalent  peut 
être  ramené  à  n'avoir  plus  que  n  —  i  facteurs ;^  leurs  centres,  unis  au 
plan  double,  sont  les  centres  de  «  —  i  homologies  (/^  —  ])-aire$  dont 
le  produit  équivaut  à  l'homographie  {n  —  i)-aire  détenaiinée  sur  ce 
plan  par  l'homographie  w-aire;  leurs  caractèreî5  projectifs  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  homologies  (/i  —  i)-aires  correspondantes,  et 
leurs  plans  axiaux,  tous  unis  au  point  doulde,  sont  respectivement 
unis  au  plan  axiid  («  —  2)-aire  de  l'homologie  (/i  —  i)-aire  cori*es- 
pondante. 

Les  produits  de  /i  —  k  homologies,   où  A  >>  1 ,  sont  des  homogra- 
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phies  particulières;  pour  nn<^  Italie  homographie,  il  y  a  uu  ]daa 
A-aire  P'^  [commun  aux  n  —  k plans  axmux)  tel  que  tout  éiéiiieiit 
reposant  sur  ce  plan  ne  soit  pa«  stliévé  par  la  transformation,  et  un 
plan  (/i  —  k)-di\n!t  P'*-^  [plan  de  jonction  des  n  —  k  centres)^  tel  que 
tout  élément  supportant  ce  plan  ne  soit  pas  non  plus  altéré,.  Récipro- 
quement, toute  homographie  pourvue  de  l'un  des  éléments  P^  est 
aussi  pourvue  de  l'autre  P^~^,  et  est  un  produit  de  n  —  k  homologies. 
Ainsi^  dans  le  plan  quaternaire,  une  homographie  qui  a  une  droite 
de  points  doubles  et  une  droite  de  plans  doubles,  est  le  produit  de 
deux  homologies  dont  les  e^ntres  sont  uni-s  à  la  droite  des  plans 
doubles,  et  les  plans  axiaux  à  la  droite  des  points  douilles. 

o.  JVote  finale.  —  La  Géométrie  du  ckamp  fi-aire  {y  compris  le 
cas  du  ekanip  ternaire,  une  fois  admise  la  proposition  de  Desargues) 
peut  s'établir  sans  faire  intervenir  d'éiéitient  extérieur  au  support. 

Néanmoins,  eeïtaines  propriétés  deviennent  pli,is  immédiates  si  l'on 
considère  les  éléments  de  ce  champ  comaïae  traces^  ou  comme  pro- 
jections d'éléments  reposant  sur  un  plan  -.[n  -J-  i)-aire,  supportant  le 
champ  /ï-aire  envisagé-  Pour  certaine*  dé finitionss,  on  peut  avanta^geu- 
semént  faire  intervenir  des  plans  de  polynarité  quelconque. 

Ainsi,  nous  définirons  la  série  ponctuelle  générale  d ordre  k  du 
plan  n-aire  [k'^n)  comme  l'ensemble  des  points  dv  ce  plan  c/o^i/ 
les  k  transformés  par  k  homographies  k-aires^  ejDecliiées  dans  un 
plan  k-aire  supportant  le  plan  n-aire  envisagé,  reposent  simul- 
tanément sur  un  plan  de  polynarité  inférieure  à  k. 

La  série  ponctuelle  d'ordre  n  —  i  de  ce  plan  ^i-aire  sera  l'ensemble 
des  points  de  concours  de  n  -^  \  plans  simultanément  homologues 
de  n  —  I  gerbes  de  plans  [n  —  i  )-aires,  deux  à  deux  homo gra- 
phiques. 

La  série  ponctuelle  générale  /i-aire  du  second  ordre  sera  V ensemble 
des  points  de  concours  des  éléments  homologues  de  deux  gerbes 
collinéaires^  Vune  de  droites^  Vautre  de  plans  [n  —  i  )-aires. 

Dans  la  définition  des  polaires  successives  d'un  point  relativement 
à  une  série  générale  d'ordre  k  d'un  champ  /i-aire,  on  fera  aussi  inter- 
venir, lorsque  k  ^  /i,  des  éléments  de  polynarité  supérieure  à  celle, 
du  champ  de  support  de  la  série  : 

Considérant  k  points  alignc«  et  un  autre  point  O  de  leur  droite, 
soit  k  plans  [k  —  i)-aires  unis  chacun  à  l'un  des  k  points,  et  formant 
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une  configuration  caractéristique  k-aire;  les  projections  par  O  de 
chaque  sommet  de  cette  configuration  sur  la  base  opposée  forment 
une  seconde  coi\i\^\\v£i\ion  Jioniologique  de  la  première  par  le 
centre  O,  et  le  plan  axial  (/r  —  i)-aire  de  cette  homologie  dénommé 
plan  polaire  k-linéaire  de  O  relatif  à  la  première  configuration^ 
est  uni  à  un  point  fixe  0|  de  la  droite  des  k  points,  quand  les  plans 
(A  —  i)-aires  varient,  en  restant  respectivement  unis  aux  k  points  en- 
visagés. Ce  point  fixe  0|  est  la  dernière  polaire  de  O  relative  au 
k-uple  envisagé. 

Relativement  à  ce  même  A-uple,  il  y  a  A  —  i  points  (Oa_4  )  qui  ad- 
mettent le  point  O  pour  dernière  polaire;  leur  (A'  —  i)-nple  sera  la 
première  polaire  de  O  relative  au  k-uple  donné.  Ayant  obtenu  la 
p-iëma  polaire  de  O.  la  première  polaire  de  O  relative  à  cette /?-ième 
polaire  sera  la  [p  -\-  i)-ième  polaire  de  O  relative  au  A-uple  donné; 
la  ^-ième  polaire  de  O  relative  à  sa  ^-ième  polaire  coïncidera  d'ail- 
leurs avec  sa  (/?  +  ^.)-ième  polaire  relative  au  A-uple  donné. 

Considérant  alors  une  série  générale  /i-aire  d'ordre  A",  une  droite 
arbitraire  issue  d'un  point  O  rencontre  celle-ci  en  A  points,  et  les 
divers  ^-uples  de  points  (l'iplk)  qui  sont  les  polaires  successives  de 
O  relatives  au  A-uple  d'indicence,  décrivent  des  séries  «-aires 
d'ordre/?,  qui  sont  les  polaires  successives  de  O  relatives  à  la  série 
d'ordre  k  envisagée. 
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ÉTUDE  DE  L'HEXANGLE  ET  NOTATION  DE  SES  ÉLÉMENTS. 


l.  Éléments  constitutifs  de  l'Iiexangle.  —  2.  Éléments  constitutifs  et  trilatères  de 
structure  des  hexagones  de  l'Iiexangle.  —  3.  Propriétés  de  l'ensemble  des  côtés 
de  rhexangle.  —  4.  Propriétés  de  l'ensemble  des  trilatères  de  l'Iiexangle;  triplet 
steinérien  et  /i-uplet  kirkmannien  de  trilatères,  —  5.  Notation  des  trilatères,  des 
côtés  et  des  points  diagonaux;  notation  des  hexagones,  de  leurs  points  diagonaux 
secondaires  et  principaux.  —  6.  Semi-systèmes  et  systèmes  de  Steiner.  —  7.  S3S- 
tèmcs  et  sous-systèmes  de  Kirkmann.  —  8.  Représentation  schématique  du  sys- 
tème de  Kirkmann.  —  9.  Diverses  sortes  de  paires  d'hexagones.  —  10.  Quadru- 
plets  et  triplets  d'hexagones  associés  ou  isodiagonaux,  conjugalement, 
diagonalement,  associativement  ou  irrégulièrement  homologues.  Tableau  des  i5  tri- 
latères et  des  60  hexagones. 

1.  Lu  hexaiigle  véritable  est  l'ensemble  àç,  six  points  d'un  même 
plan  ternaire,  dont  trois  quelconques  ne  soient  pas  alignés. 

Ces  points  sont  les  sommets  de  l'Iiexangle;  les -^  =:i5  droites 

de  jonction    des   sommets   deux   à   deux   en    sont   les  côtés,  et  les 

-  •  -—■  '  -^  =  4-5  points  d'intersection  (autres  que  les  sommets)  des 

côtés  deux  à  deux  en  sont  les  points  diagonaux. 

Deux  côtés  seront  dits  unis  ou  séparés  suivant  qu'ils  sont  ou  non 
unis  à  un  même  sommet  de  f  hexangle. 

On  appellera  doublet  (de  côtés)  l'ensemble  de  deux  côtés  unis 
[\q  centre  à{\  doublet  est  un  sommet  de  l'Iiexangle)  ;  une  paire  [àe 
côtés)  sera  l'ensemble  de  deux  côtés  séparés  (le  centre  d'une  paire 
est  un  point  diagonal). 

Chaque  point  diagonal  de  l'Iiexangle  définissant  univoquement  une 
paire  ayant  son  centre  en  ce  point,  il  y  aura  45  paires. 

\]\\  ensemble  de  trois  côtés  deux  à  deux  séparés  {ornicva  un  trila- 
tère  de  l'hexangle;  les  trois  côtés  d^ un  même  trilatère  contiennent 
donc  les  six  sommets  de  Vhexangh'.  Une  paire  appartient   à  un 
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unique  trilatère^  dont  le  troisième  côté  unit  les  sommets  de  Fhex- 
angle  extérieurs  aux  côtés  de  la  paire;  deux  trilatères  distincts 
nont  donc  nul  sommet  (de  leurs  triangles)  commun.   Chaque  trila- 

•1  4  5  ^       .,     , 

tere  contenant  trois  paires,  il  y  aura  —    =  lo  trilatères. 

L'ensemble  de  deux  trilatères  de  l'hexangle  offre  toujours  Tun 
ou  l'autre  d-e  d^ux  caractère*  dîstificts  :  ou  bien  ils  n'ont  nul  côté 
commun,  et  alors  ils  seront  dits  séparés^  ou  bien  ils  ont  un  unique 
côté  commun^  et  alors  ils  seront  dits  unis. 

De  même  que  chaque  trilatère  contient  trois  côtés  de  l'hexangle 
(deux  à  deux  5e/>a/'e5),  chaque  côté  appartient  à  trois  trilatères 
(deux  à  deux  unis)  :  les  [voh  pcdres  (:[\ii  achè-ventre^pectivemffltces 
trilatères  sont  les  trois  paires  de  côtés  opposés  du  quadrangie  des 
quatre  sommets  de  l'hexangle  extérieurs  au  côté  <  nvisagé. 

D'aillfurs,  é^e  mém-e  <jue  trois  côt/és  deux  à  deux  séparés  sont 
réunis  par  un  même  et  unique  trilatère^  trois  trilatères  deux  à  deux 
unis  le  sont  toujours  par  un  seul  el  mê/ne  ■c-âlé.  Car  deux  cotés  dis- 
tincts, qui  appartienn-ent  respectivement  à  l'un  et  à  l'autre  de  deux 
trilatères  u/iis  et  soient  distincts  de  leur  unique  côté  commun,  étant 
deux  côtés  non  opposés  du  quadrangie  précédent,  sont  toujours  unis 
(à  un  même  sommet  de  l'hexangle)  et  ne  sauraient  appartenir  à  un 
mênu^  troisième  trilatère. 

Déjà  se  manifeste  la  remarquable  analogie  de  l'ensemble  des 
i5  côtés  de  l'hexangle  et  de  Fensemble  de  ses  i5  trilatères,  si  l'on 
a  soin  de  faire  correspondre  à  des  côtés  unis  des  trilatères  séparés 
et  réciproquement.  Cette  analogie,  qui  sera  mise  en  pleine  évidence, 
nous  permettra  de  transporter  aux  trilatères  ia  désignation  habitiielie 
des  côlV's  de  l'hexangle.  d"où  rc^  nllera  pour  les  éléments  de  l'hexangle 
(côtés,  points  diagonaux,  trilatères,  hexagones)  une  notation  parti- 
culièrement appropriée,  véritable  clef  de  la  cjuestion.,  qui  met  en 
évidenee,  suns  t aide  de  figures.,  les  propriétés  de  l'ensemble  des 
hexagones  du  même  hexangle- 

Nous  appelons  n-angle  de  l'hexangle  l'ensembh^  de  n  de  ses  som- 
mets distincts  (i  </i^'6);  au  lieu  de  biangle,  on  dira  couple. 

L'hexangle  a  6  pentaagies  àisùncXs.,  complémentaires  re^^ecXiis 
de  chacun  des  six  sgmmets;  i5  quadrangles^  complémentaires  res- 
pectifs de  chacun  des  i5  couples  de  sommets]  20  triangles,  qui 
forment  dix  paires  de  triangles  complémentaires  (un  k-^n^\e  et  un 
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/?-angle  du  même  hcxangle  sont  dits  complémentaires  s'ils  n'ont  nul 
.^omnipt  commun,  et  si  k  -\-p  =  6,  l'ensembU;  de  leurs  sommets  com- 
prenant donc  les  six  sommets  de  l'bexangle). 

2.  Il  y  a  60  hex€tiii>ne.s  de  même  hexangle  donné;  chacun  d'eux  est 
défini  par  une  permutation  hexagonale  des  sommets  de  l'hexangle 
{o\\  A^^^W^ permutation  n-gonale  àe  n  éléments,  un  enscml)!»  de 
n  combinaisons  binaires  de  ces  éléments,  choisi  tel  que  chacpic  clé- 
ment ligure  dans  deux  combinaisons,  et  que  tout  groupe  de  k  com- 
binaisons de  l'ensemble»  en  nombre  A  inférieur  à  /i,  renferme  plus  de 
/.  de  ces  éléments). 

Deux  éléments  dune  même  combinaison  binaire  de  la  permuta- 
tion hexagonale  étant  dits  juxtaposés^  chaque  sommet  d'un  he\a- 
gone  a  deux  sommets  à  lui  juxtaposés.  Une  droite  de  jonction  de  deux 
sommets  juxtaposés  est  un  côté  de  l'hexagone  (et  aussi  de  l'hexangie)  ; 
à  chaque  sommet  sont  unis  deux  côtés,  et  si  Fou  ronsldèrc  comme 
juxtaposés  deux  côtés  unis  à  un  même  sommet,  il  en  résulte  au.^si 
pour  les  six  côtés  une  permutation  hcvagonale,  laquelle  définit  aussi 
l)ien  l'hexagone,  si  l'on  s'est  donné  non  l'hexangle  i\c  ses  sommets, 
mais  Vhexalatère  de  ses  côtés. 

Deux  sonimeisjuxtaposés  Ci  un  même  troisième  sont  dil^allejnés  ; 
un  hexagone  a  deux  triples  de  sommets  alternés,  deux  sommets  quel- 
conques d'un  même  lri])le  étant  alternés;  nous  les  appellerons  les 
deux  triangles  de  l'hexagone.  Les  cotés  de  ces  triangles  s'appellent 
les  diagonales  secondaires  de  l'hexagone,  et  ces  triangles  sont  deux 
triangles  complémentaires  de  l'hexangie. 

A  chaque  sommet  d'un  hexagone  correspond  un  uni(|ue  sommet 
qui  ne  lui  soit  ni  juxtaposé,  ni  alterné  :  deux  tels  sommets  seront  dits 
opposésn  et  leur  droite  de  jonction  est  une  diagonale  principale  de 
Fhexagone.  Un  hexagone  a  trois  paires  de  sommets  opposés  et  trois 
diagonales  principales;  relativement  à  l'un  de  ses  hexagones,  les  cinq 
côtés  de  l'hexangle  unis  à  un  même  sommet  sont  :  2  côtés,  2  diago- 
nales secondaires.   1  diagonale  j)rincipale  de  cet  hexagone. 

Les  six  côtés  de  Thexagone  se  partagent  également  soit  en  trois 
paires  de  côtés  opposés  (les  centres  de  ces  paires  sont  les  trois 
points  diagonaux  principaux  de  l'hexagone),  soit  en  deux  triples 
de  côtés  alternésj  que  nous  appellerons  les  deux  trilatères  de  struc- 
ture de  i hexagone  (ce  sont  deux  trilatères  de  l'hexangh^  séparés). 
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Les  sommets   de   ces   trilatères  sont   les  points  diagonaux  secon- 
daires de  cet  hexagone. 

Nous  appelons /?«//'<?  de  diagonales  secondaires  reiisemble  de 
deux  diagonales  secondaires  qui  soient  respectivement  opposées^ 
dans  les  triangles  de  l'hexagone  auxquels  elles  appartiennent,  à  deux 
sommets  opposés  de  l'hexagone.  Deux  telles  diagonales  secondaires 
n'appartenant  pas  simultanément  à  un  même  triangle,  les  quatre  som- 
mets qui  leur  sont  unis  sont  distincts^  et  chaque  sommet  uni  à 
l'une  est  V opposé  d'un  sommet  uni  à  l'autre.  Les  autres  droites  de 
jonction  de  ces  quatre  sommets  forment  alors  une  paire  de  côtés 
opposés,  et  une  paire  de  diagonales  principales;  ces  trois  paires  de 
droites  seront  dites  correspondantes ^  et  la  troisième  diagonale  prin- 
cipale (qui  porte  les  deux  autres  sommets)  sera  dite  opposée  à  cha- 
cune de  ces  paires. 

De  même,  deux  points  diagonaux  secondaires  d'une  même  paire 
seront  tels  que  les  côtés  opposés  à  ces  deux  points  dans  les  trilatères 
de  l'hexagone,  soient  deux  côtés  opposés  de  l'hexagone. 

Si  l'on  considère  deux  trilatères  de  l'hexangle  séparés,  chaque 
côté  de  l'un  unissant  deux  sommets  de  l'hexangle  non  unis  à  un  même 
côté  de  l'autre,  est  uni  kdeux  côtés  de  l'autre,  el  séparé  ài\  troisième 
côté  de  cet  autre;  à  chaque  côté  de  l'un  corres|)ond  donc  un  unique 
côté  de  Vautre^  qui  soit  séparé  du  côté  envisagé  du  premier. 

Les  éléments  de  deux  trilatères  séparés  sont  ainsi  associés  par 
l'intermédiaire  de  l'hexangle  en  paires  d^ éléments  qui  seront  dits 
homologues^  deux  côtés  homologues  étant  séparés^  et  deux  sommets 
homologues  étant  respectivement  opposés  k  deux  côtés  homologues. 
Deux  trilatères  de  l'hexangle  séparés  définissent  univoquement  un 
hexagone  de  cet  hexangle,  dont  ils  sont  les  trilatères  de  côtés 
alternés.,  deux  côtés  homologues  de  ces  trilatères  étant  opposés  dans 
l'hexagone,  deux  côtés  non  homologues  j  étant  juxtaposés,  et  deux 
sommets  homologues  formant  une  paire  de  points  diagonaux  secon- 
daires de  cet  hexagone. 

(Un  hexagone  dont  l'hexangle  n'est  pas  donné  est  univoquement 
défini  par  ses  deux  trilatères,  et  l'association  des  côtés  de  ces  trila- 
tères en  paires  de  côtés  homologues.  Ainsi,  les  deux  trilatères  abc^ 
def^  supposés  sans  sommet  ni  côté  commun,  où  les  côtés  de  même 
rang  sont  supposés  homologues  et  doivent  être  opposés  dans  l'hexa- 
gone,   définissent  l'hexagone  représenté   par   la    permutation   hexa- 
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gonale  afbdce^  où  chaque  côté  d'un  trilatère  esl  juxtaposé  aux  deux 
côtés  de  Fautre  non  homologues  de  ce  côté.) 

Dans  l'étude  des  hexagones  de  même  hexangle,  il  est  avantageux 
de  représenter  un  hexagone,  non  comme  on  le  fait  d'habitude,  par  la 
permutation  hexagonale  de  ses  sommets  ou  de  ses  côtés,  mnhpar  ses 
deux  trilatères  de  côtés  alternés^  que  nous  appellerons  dorénavant 
les  deux  membres  de  structure  de  V hexagone^  tout  hexagone  se 
démembrant  en  deux  tels  trilatères. 

Nous  allons  montrer  comment  la  notation  que  nous  avons  adoptée 
est  naturellement  suggérée  par  la  désignation  ha])ituelle  des  côtés 
de  Thexangle. 

3.  Chaque  sommet  d'un  hexangle  étant  désigné  par  l'un  des  six 
indices  distincts  x,  y,  z-,  u^  e,  iv,  chaque  côté  est  d'ordinaire  repré- 
senté par  une  combinaison  binaire  de  ces  indices. 

Les  deux  côtés  d'«/i  même  doublet  (côtés  unis)  sont  affectés  de 
(h'ux  combinaisons  binaires  ayant  un  indice  commun^  soit  xy 
et  xz,  et  leur  doublet  peut  être  désigné  sans  ambiguïté  par  la  nota- 
tion Af.. 

Nous  appellerons  n-uplet  de  côtés  un  ensemble  de  n  côtés  de 
l'hexangle,  tel  que  chacun  soit  uni  à  chaque  autre;  les  côtés  cons- 
titutifs d'un  n-up\et  en  seront  dits  les  membres  de  structure. 

On  peut  distinguer  deux  classes  de  /«-uplets. 

Les  membres  de  structure  d'un  /i-uplet  de  la  première  classe  ne 
sont  pas  tous  unis  à  un  même  sommet  de  l'hexangle;  cette  classe 
ne  comprend  qu'une  seule  espèce,  savoir  les  triangles  de  l'iiexangle, 
({ui  s'appelleront  ici  :  des  triplets  sleinériens  de  côtés. 

Le  triplet  steinérien  qui  a  pour  membres  de  structure  les  côtés  xy, 
yz,  zx,  sera  désigné  par  la  notation  Sj-yz-  Chacun  de  ses  trois 
membres  est  univoquement  déterminé  par  le  doublet  des  deux 
autres,  et  s'appellera  le  membre  diagonal  du  doublet  de  ces  deux 
autres.  A  chaque  triplet  steinérien  S^yz  correspond  univoquement  le 
triplet  steinérien  S,a'(v;  ces  deux  triplets  seront  dits  opposés^  leur 
ensemble  constituant  un  double-triplet  steinérien  de  côtés,  repré- 
senté par  la  notation  SS.^ys.^aiv;  ce  double-triplet  n'est  autre  chose 
i\y\\\ne  paire  de  triangles  complémentaires  de  l'hexangle. 

Un  7î-uplet  de  la  seconde  classe  a  tous  ses  jnembres  unis  à  un 
même   sommet   de   rhexangle,    et    peut    s'appeler    :     n-uplet   radié 
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(doublety  tiiplefcy  quadruplel  ou  qiiinluplet).  Les  combinaison.."» 
binaires  d'indices  attachées  à  ses  divers  membres  ont  un  indice  gom- 
mnn,  celui  du  sommet  uni  à  tous  ces  membres,  et  le  /i-uplet  sera 
désigné  par  la  Lettre  A,  affectée  saper iearenient  <]e  1  indice  commun 
aux  combinaisons  binaires  attachées  à  ses  côtés,  et  infériearement. 
de  la  combinaison  /i-aire  des  n  autres  indices  distincts,  de  ces  combi- 
naisons binaires. 

i*armi  les  côtés  de  Fhexangle  à  la  fois  unis  aux  deux  membres 
cl  un  même  doublet  A^„,  on  en  distingue  un  spécial^  non  uni  au 
centre  du  doublets^  soit  lîe  càté  jz^.  qui  est  le  membre  diagonal  du 
doublet  (il  forme  avec  ce  doublet  le  triplet  steinérien  S^r^z)?  et  trois 
autres  côtés  :  xu^  xv^  x^w  tous  unis  au  centre  du  doublet,  par  con- 
séc|ueHit  chacvkn  à  chaqpie  autire,  et  iormant  avec  ce  doublet  le  quin- 
tuplet  radié  A^^^^tî^,  q^^e  Ton  peut  désigner  plus  simplem,ent  par  A*. 

Les  côtés  (^t  leurs  /i-uplets  radiés  jouissent  des  propriétés  sui- 
vantes : 

Il  j  a  six  quintuplets  h:^\  A-^,  A",  A",  A'',.  A^'  (ajaiit  chacun  son 
centre  en  un  sommet  de  Ihexangle).  Gh.a<:|ue  côté  {xy)  appartient  à 
deux  quintuplets  distincts  (A-^,  ^y)',  deux  quintuplets  distincts  (A-^, 
A-^)  ont  toujours  un  unique  membre  commun  (xy),  et  les  côtés  unis 
à  un  côté  donné  sont  les  huit  autres  membres  des  deux  quintuplets 
auxquels  appartient  ce  côté. 

Un  même  quintuplet  A^  contient  les  ci/iq  quadruplets  A^^,^^. 
Kuu^v^  ^u,^,>yi  ^iwyz-r  -^Zyz-u'j  ^^'^  p«uvent  être  plus  simplement  dési- 
gnés par  A^j,. .r  A^^p  -^îr)?  ^mr  ^u-ir  ^^  mettant  en  évidence  entre 
parenithiès€s  l'indice  qui  ne  ligure  pass  dans  la  notation  pro-pre  du 
quadruplet.  Chaque  quadruplet,  tel  Aj^^,^  contient  quatre  Lriplets 
radiés  :  A^^„,  AJ^^^,,  AJ^^,.  A;;^^^;  deux  quadruplets  arbitraires  dis- 
tincts du  même  quintuplet,  soit  Aj^^,^  et  Aj^,,  ont  toujours  un  unique 
triplet  comm-Mii,^  soit  A^^„y  et  les  triplets  distincts  du  quintuplet  sont 
au  nombre  de  ^5=10.  Chaque  triplet  AJ^,^  contient  l<;s  trois  dou- 
blets A^„,  AJ^^,  AJ  ,  et  chaque  doublet  A^,  appartient  aux  tro-i^ 
triplets  A^^,^,  ^rs»*'  -^y^wr  ^^^  dauiblets  distincts  du  quintuplet  étant 
au  nO'Habrè  de  C!  =  l'Q. 

Uia  quintujiiet  est  univoquement  déterminé  par  l'un  quelconque 
de  ses  /t-upl«ts  (doublet,  triplet  o^u  quadruplet).  Un?  côté  d'un  quin- 
tuplet, QlilQ^  membres  diagonaux  des^  quatre  doublets  de  ce  quin- 
plet  qui  contiennent  le  eô4.é  mentionné,  .sont  les  cinq  membres  d'un 
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noiweau  qtiinluiplel,  et  en  considéracit  swccessiv'e«nt'>nt  les  cinq  côtés 
(lu  premier  qiiiiiUiplet,  on  obtient  les  cinq  autres  quintuplets. 

Les  dix  doublets  d'un  même  q'uilitLaplet  foirnient  un  système 
kirkn^annieii  de  doublets,  et  les  troi«  double ts  (A'^j.^  ^z«7  -^uy)  d'un 
mêTne  triplet  (A^,,^),  un  soixa-système  kirkniannien;  chaque  sys- 
tème contient  dix  s otts-sy sternes. 

Deux  doublets  «d^in  même  système  sont  dits  séparés^  s'ils  n'ont 
pas  de  côté  commun  (tels  A^  et  AJ^,),  et  associés^  s'ils  sont  séparés 
iVun  même  troisième  (tels  A^^  et  A^,^,  tous  deui:  séparés  de  A*^,^^,)  : 
ils  ont  alors  un  côté  commun  (ar^).  A  chaque  doiablet  correspoîi<l 
univoquement  dans  son  système  un  sous-système  dont  les  trois 
doublets  sont  formés  des  trois  autres  côtés  du  quintnplet,  chacun  de 
ces  trois  derniers  doublets  étant  donc  séparé  du  premier, 

A.  Envisageant  maintenanit  les  quinze  trtdatêres  de  riiexangle, 
nous  allons  voir  qu'il  y  a  entre  les  éléments  de  cet  ensemble  des  rela- 
tions identiques  à  celles  qui  lient  les  quinze  côtés  de  l'hexangle,  à 
condition  de  faire  correspondre  à  des  cétés  unis  des  triiatères 
séparés^  c'est-à-dire  (i)  n'ayant  nul  côté  commun^  et  à  des  côtés 
séparés  des  triiatères  unis,  c'est-à-dire  ay^nt  un  côté  commun. 

Chaque  trilatère  étant,  ainsi  qu'on  l'a  vu  (j),  xmi  p^ar  chacun  de 
ses  côtés  à  deux  autres,  est  mipi  é,  six  autres  triiatères^  et  c^t  par 
conséquent  séparé  de  huit  ati/tres. 

Il  y  a  trois  triiatères  simultanément  unis  à  chacun  de  deux  tri- 
iatères séparés  donnés.  Chacun  -de  ces  trois  triiatères  est  délîni  par 
une  paire  formée  d'un  côté  de  l'un  -des  triiatères  donnés,  et  du  côté 
homologue  (2)  de  l'autre  (deux  côtés  non  homologues  des  triiatères 
donnés,  étant  unis  à  un  même  sommet  de-  Fhexangle,  ne  peuvent 
appartenir  simultanément  à  un  même  trilatère). 

Considérant  deux  triiatères  séparés  donnés,  les  triiatères  unis  au 
second  et  séparés  du  premier  sont  donc  au  nombre  de  6  —  3  =  3. 

Si  des  huit  triiatères  séparés  d'un  trilatère  donné  on  élimine  l'un 
d'eux,  ainsi  que  les  trois  triiatères  unis  à  ce  dernier  et  séparés  du 
premier^  on  voit  qu'il  y  a  quatre  triiatères  simultanément  séparés 
de  deux  triiatères  séparés  donnés. 

Parmi  les  quatre  triiatères  à  la  fois  séparés  de  deux  triiatères 
séparés  donnés,  il  en  est  un  spécial^  formé  des  trois  diagonales 
principales  de  C hexagone  des  triiatères  donnés,  et  qui  s'appellera 
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le  membre  diagonal  du  doublet  (ou  de  l'hexagone)  de  ces  deux 
trilatères. 

11  forme  avec  eux  un  triplet  de  trilatères  deux  à  deux  séparés 
spécial,  que  nous  appellerons  triplet  steinérien  (de  trilatères), 
chacun  de  ces  trois  trilatères  étant  le  memlire  diagonal  de  l'hexagone 
qui  a  pour  membres  de  structure  les  deux  autres. 

Un  triplet  steinérien  de  trilatères  est  un  ensemble  de  trois  trilatères 
d'un  même  hexangle  deux  à  deux  séparés,  caractérisé  par  cette 
propriété  que  deux  côtés  homologues  (c'est-à-dire,  non  unis  à  un 
même  sommet  de  l'hexangle)  quelconques  de  deux  d'entre  eux  soient 
toujours  les  homologues  d^ un  même  côté  du  troisième. 

A  tout  ensemble  de  deux  côtés  non  homologues  de  deux  d'entre 
eux  correspond  donc  dans  le  troisième  un  unique  côté  qui  soit 
simultanément  non  homologue  des  premiers^  et  trois  tels  côtés 
deux  à  deux  non  homologues  sont  concourants  (en  un  sommet  de 
l'hexangle)  (*  ). 

Trois  côtés  deux  à  deux  homologues  des  trilatères  d'un  triplet 
steinérien  étant  trois  côtés  deux  à  deux  séparés,  les  trois  triples  de 
côtés  deux  à  deux  homologues  de  ces  trilatères  forment  trois  nou- 
veaux trilatères  deux  à  deux  séparés  (mais  chacun  uni  à  chacun 
des  trois  premiers),  constituant  un  nouveau  triplet  steinérien  qui 
sera  dit  opposé  au  premier,  la  relation  di  opposition  élunl  réciproque ^ 
et  l'ensemble  de  ces  deux  triplets  s'appellera  un  double-triplet  stei- 
nérien (de  trilatères). 

Parmi  les  côtés  des  trilatères  d'un  double  triplet  steinérien  figurent 
seulement  neuf  côtés  de  V hexangle^  qui  sont  les  six  côtés  d'un 
hexagone  (de  deux  trilatères  d'un  même  triplet)  et  ses  trois  diago- 
nales principales.  Les  six  autres  côtés  de  l'hexangle  sont  les  six  dia- 
gonales secondaires  de  cet  hexagone,  c'est-à-dire  les  côtés  dfe  deux 
triangles  complémentaires  de  ^ hexangle.  On  obtient  donc  un 
double  triplet  steinérien  de   trilatères    en  supprimant,    des  quinze 


(■')  Si  trois  trilatères  sont  donnés  indépendamment  de  tout  hexangle,  leurs  neuf 
sommets  et  neuf  côtés  étant  supposés  distincts  et  chaque  sommet  de  chacun  étant 
supposé  extérieur  à  chaque  côté  de  cliaque  autre,  pour  qu'ils  appartiennent  à  un 
même  triplel  steinérien,  il  faut  et  suffit  que  leurs  neuf  côtés  puissent  se  grouper 
en  trois  triples  contenant  chacun  un  côlé  de  chaque  lrilalère,de  telle  sorte  que  trois 
côtés  arbitraires  dont  deux  quelconques  n'appartiennent  ni  à  un  même  triple,  ni  à 
un  mèoie  trilatère,  soient  toujours  concourants. 
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colés  de  rhexan<^lo,  vcus.  de  deux  triangles  complémentaires  ;  il  y  a 
donc  dix  doubles  triplets,  correspondant  aux  dix  paires  de  triangles 
complémentaires  de  l'hexangle  (ou,  si  l'on  veut,  aux  dix  doubh^s 
triplets  steinériens  de  côtés). 

SI,  des  qualre  trilatères  à  la  fois  séparés  de  chacun  de  deux  trila- 
lères  séparés  donnés,  on  élimine  le  membre  diagonal  du  doublet 
des  trilatères  donnés,  les  trois  autres  trilatères  à  Ja  fois  séparés  de 
chacun  des  deux  premiers  sont  constitués  chacun  par  une  diagonale 
principale  de  Fhexagone  de  ces  premiers,  et  la /?rt//"^  de  diagonales 
secondaires  de  cet  hexagone,  opposée  (1)  à  celte  principale. 

Ils  sont  donc  au-^i  chacun  séparé  de  cJiacjue  autre  (mais  chacun 
uni  au  membre  diagonal  de  l'hexagone  des  premiers)  et  forment  avec 
les  deux  premiers  un  quintuplet  de  trilatères  deux  à  deux  séparés.^ 
(|ue  nous  appellerons  quintuplet  kirkmannien  de  trilatères. 

Nous  appellerons  n-uplet  kirkmannien  de  trilatères  {n  =  2,  3, 
4,  5)  (correspondant  au  /i-uplet  radié  de  côtés)  l'ensemble  de  n  tri- 
latères de  l'hexangle  deux  à  deux  séparés  en  excluant  de  cette  défi- 
nition le  triplet  spécial  dont  chacun  des  trilatères  est  le  membre 
diagonal  de  rhexagone  des  deux  autres  (triplet  steinérien). 

i"^  Ln  /i-uplel  kirkmannien  appartient  à  un  unique  quintuplet^ 
univoquement  défini  par  deux  trilatères  quelconques  du  /i-uplet. 

2"  Deux  quintuplets  distincts  ont  au  plus  un  trilalère  commun.^ 
puisque  deux  trilatères  séparés  définissent  un  unique  quintuplet. 

3"  Ln  trilatère  ne  peut  appartenir  à  plus  de  deux  quintuplets, 
car  s'il  appartenait  à  trois^  les  douze  autres  trilatères  de  ces  quintu- 
plets, tous  distincts  {1^),  seraient  douze  trilatères  séparés  du  pre- 
mier alors  qu'il  n'y  en  a  (pie  huit . 

4*^  Chaque  trilatère  appartient  donc  i\  deux  quintuplets  distincts 
et  à  deux  seulement^  les  liuil  trilatères  séparés  du  trilatère  envisagé 
se  partageant  donc  en  deux  quadruplets  formant  chacun  un  quintu- 
plet avec  le  premier  trilatère. 

5"  Les  membres  diagonaux  des  quatre  hexagones  que  forme  un 
même  trilatère  d'un  quintuplet  avec  les  quatre  autres  trilatères  de  ce 
quintuplet,  constituent  avec  ce  trilatère  le  second  quintuplet  conte- 
nant ce  trilatère  (car  ce  sont  les  quatre  autres  trilatères  séparés  du 
premier).  Supposant  obtenu  un  quintuplet,  en  envisageant  successi- 
vement chacun  de  ses  cinq  trilatères,  on  obtient  pa«  ce  procédé  cinq 
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nouveaux  quintupleis ^  distincts  du  premier  et  ayant  chacun  avec  ce 
premier  un  unique  membre  commim.  Ils  sont  aussi  distinets^  chacun 
de  chaque  autre ^  car  deux  d'entre  etix  contenant  chacun  l'un  de 
deux  trilatères  du  premier  (distincts),  ne  saitraient  se  conifondre  sans 
se  confondre  aussi  avec  le  premier. 

Deux  quelconques  des  cinq  derniers  quintuplets  ont  d'ailleurs  un 
mejmbre  commun  [unique^  2°),  savoir  :  le  membre  diagonal  de 
l'hexagone  des  deux  trilatères  (du  preiikier  quintuplet)  qui  leur  ont 
respectivement  donné  naissance.  En  opérant  sur  l'un  de  ces  quintu- 
plets comme  on  l'a  fait  sur  le  premier.,  les  six  quintuplets  obtenus  (j 
compris  le  quintuplet  envisagé)  ne  so-nt  donc  antres  que  les  six  pré- 
cédents. 

Chaque  trilatère  constitutif  de  l'un  des  six  quintuplets  appar- 
tenant à  deux  de  ces  quintuplets,  et  deux  quelconques  de  ces  quin- 
ttij)lets  ajant  un  trilatère  commun,  les  trilatères  constitutifs  distincts 
de  ces  quint ujplets  sont  au  nombre  de  quinze^  leur  ensemble  com- 
prenant donc  tons  les  trilatères  de  l'hexangle,  et  il  n'y  a  pas  d'autre 
quintuplet,  les  deux  quintuplets  qui  contiennent  un  trilatère  donné 
étant  deux  des  six  précédents. 

O.  Chacun  des  six  ([uintuplets  de  trilatères  sera  désigné  par  Fun 
de  six  indices  x^  y,  z^  «,  c,  (t  ,  et  chaque  trilatère  par  la  lettre  T 
affectée  de  la  combinaison  binaire  des  indices  des  deux  quintuplets 
auxquels  il  appartient.  Ainsi,  T^j  est  le  trilatère  commun  aux  deux 
quintuplets  x  et  j'. 

Deux  trilatères  séparés,  appartenant  toujours  à  un  unique  même 
quintuplet^  auront  en  commun,  dans  les  combinaisons  qui  les 
désignent,  l'indice  de  leur  quintuplet  de  jonction,  la  coml)inaison 
binaire  de  leurs  autres  indices  désignant  précisément  le  trilatère  dia- 
gonal de  leur  hexagone;  deux  trilatères  unis  n'auront  pas  d'indice 
commun.  (Ex.  :  T^j  et  T^r  sont  deux  trilatères  séparés^  le  membre 
diagonal  de  leur  hexagone  est  Tv^;;  T.r,  eï  T-,^  sont  deux  trilatères 
unis.) 

Un  doublet  (hexagone),  triplet^  quadriaplet  kirknkannien  de  trila- 
tères sera  désigné  par  la  lettre  V,  affectée  supérieurement  de 
l'indice  du  quintuplet  auquel  il  appartient  (indice  commun  de  ces 
trilatères),  et  inférieurementj  de  la  combinaiso-n  des  antres  indices 
de  ces  trilatères.  (Ex.  :  le  quadruple!:  V^_„^  est  formé  de  quatre  tri- 
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latères  deux  à  deux  séparés  :  Tj^,  Tj-:,  T^h,  Tj;»,,  appartenant  tous 
au  quintuplet  x.  ) 

Dans  le  cas  du  quadruplel,  on  peut  remplacer  cette  notation  par 
cette  âiitre  :  Vj^^,  ,  l'indi^^  mis.  en  éviden<îe  "entre  parenthèsf^s  étant 
celui  du  triktère  du  quintuplet  x  qwi  n'entre  pas  dans  la  constitution 
du  quadruple  t. 

Trois  trilatèrcs  d'un  même  triplet  steinérieii  seront,  par -exemple: 
T^-v,  Ty-,  T-jc^  où  cfc^cuTi  d'eux  est  i-e  m-erabre  diag-onal  du  doublet 
des  deux  autres,  le  triplet  steinérien  opposé  étant  T,,^,,  T(v,/,  T„,,. 

Un  hexagone  n'étant  autre  que  le  doublet  de  ses  deux  membres 
de  siruciur^^  sera  représ-enté  par  une  expresi^i-on  t-elle  que  V^.,  ses 
deux  membres  de  structure  étant  T^y  et  T^s,  et  soii  membre  dia- 
gonal, mis  aussi  en  évidence  par  cette  notation,  étant  T^, -. 

Un  côté  de  Cliexangle  sera  désigné  par  la  lettre  d.  affectée  des 
trois  paires  d^ indices  atta/ché<€s  aux  trois  triiatères  deux  à  deux 
unis  auxquels  appartient  ce  côté.  (Ex.  :  dj-y  zu.fw  t'st  le  côté  de 
l'hexangle  commun  aux  trois  triiatères  deux  à  deux  unis  :  Tpy,  T-„, 
T(,(,^).  Les  trois  côtés  d'un  même  trilatère  T,>  seront  donc 

^.icy.zu.i'svr      ^xy.Zf.wu^      ^xy.zn'.in'- 

Un  point  diagonal  de  Fliexangie,  sommet  d'un  unique  trila- 
tère Tj.|-,  sera  représenté  par  ia  lettre  Q,  affectée  d-es  deux  paires 
d'indices  des  deux  triiatères  autres  que  Trv  qui  ont  '^n  commun 
avec  Tj-y  le  côté  opposé  (dans  T^y)  au  point  e/nvisugé.  (Ex.  :  Q^«.,>«> 
est  un  sommet  du  trilatère  T^^,  celui  qui  est  opposé  au  côté  dxy:zu,vw 
f[ue  ce  trilatère  a  en  commun  avec  les  deux  autres  triiatères  T-„ 
et  T,^). 

Les  trois  sommets  du  trilatère  Tj-^  sont  : 

^Zu.VWl         V^t'.U'Wi  ^ZW.HV 

Au  point  diagonal  ^zn.vw  sont  unis  les  deux  côtés  da^-v.wu  ^^ 
dxy.zw.uv  Au  côté  dj.y-.uyw  ^ont  unies  les  trois  paires  de  points  dia- 


gonaux : 


^zv.wu)   V-tvwf?       Sj-ct'.jn'?   \:a:H'.v(')       x-rc.vM?   ^xii.rz- 


qui  sont  les   traces  des  paires  de  côtés  opposés  du  quadrangle  com- 
plémentaire du  couple  de  sommets  de  l'hexangle  unis  au  eôlé  envisagé. 
Les  deux  triples  de  côtés  alternés  de  rhcxagone  \  '..  (  ôtés  de  ses 
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deux  membres  de  structure  T.r>  et  T^.^,  sont  : 

(^xy.zu.i^iv:  (^.vy.zi'.wii  :  (txy.zw.iw-      "xz.yu.fwi  ('xz.yv.wui  (^xz.yw.in>- 

Deux  côtés  de  même  rang  de  ces  deux  triples  apj).irtieniient, 
comme  on  voit,  à  un  même  des  trois  trilatères  T,,.,,.  T^v/,  T„(,,  et  sont 
donc  séparés^  leur  ensemble  formant  une  paire  de  côtés  opposés  de 
l'hexagone. 

Les  trois  paires  de  côtés  opposés  de  l'hexagone  Y^_  sont  donc  : 

f^'.xy.zu.vw^  ^xz.yu.vw'i      ^.ry.zv.win  ('xz.yv.wu  'i      ^xy.zw.ui>i  ^xz.yw.itv- 

Les  centres  de  ces  trois  paires,  points  diagonaux  principaux  de 
r hexagone  V^.,  sont  les  trois  points 

^yz.xii-      VjT.o-cj       vj'c^.arn'      (    )• 

Les  sommets  de  deux  trilatères  séparés  T^y  et  T.,-,  étant  respecti- 
vement : 

Ncr;«.t'(i'>  ^zi'-wiii   Vcu'.Mt')       ^<.v«   t'H'i   ^lyvAvu-}   V.TU'.«fi 

se  groupent  en  trois  paires  de  sommets  liomologues^  tels  que  Q^^.inv) 
Qr«.cwr  deux  sommets  homologues  ayant  en  commun  une  même  com- 
binaison d'indices  (soit  <hï^),  les  côtés  respectivement  opposés  à  ces 
sommets  appartenant  à  un  même  trilatère  T,,(y  de  l'hexangle  et 
étant  donc  séparés^  et  formant  une  paire  de  côtés  opposés  de  l'hexa- 
gone qui  a  pour  meml^res  de  structure  les  deux  trilatères  envisagés. 
Ces  trois  paires  de  sommets  homologues  sont  donc  les  trois  paires 
de  points  diagonaux  secondaires  (2)  de  cet  hexagone  \^*3. 

Remarcjue.  —  On  peut  ol^server,  et  cette  remarque  sera  utilisée 

(*)  Pour  lire  rapidement  le  Chapitre  suivant,  le  lecteur  devra  bien  se  familiariser 
avec  ces  notations. 

Un  côlé  donné  appartient-il  à  un  trilatère  donné  ?  f^a  combinaison  binaire  attachée 
au  trilatère  figure  dans  l'expression  du  côté. 

Un  point  diagonal  donné  est- il  sommet  d'un  trilatère  donné?  Nul  indice  du  trila- 
tère ne  figure  dans  l'expression  du  point  diagonal. 

\}r\  point  diagonal  donné  est-il  uni  à  un  côté  donné?  La  combinaison  des  deux 
indices  qui  ne  Jiguvenl  pas  dans  l'expression  du  point  diagonal  figure  dans  l'expres- 
sion du  côté,  et  les  deux  autres  combinaisons  binaiies  du  côté,  formées  des  quatre 
mêmes  indices  que  les  deux  combinaisons  binaires  du  point  diagonal,  sont  distinctes 
de  ces  dernières. 

Un  point  diagonal  donné  est-il  point  principal  A\m  hexagone  donné?  L'expression 
du  point  diagonal  contient  la  combinaison  binaire  inférieure  de  l'expression  de 
l'hexagone  (celle  de  son  membre  diagonal),  et  l'autre  combinaison  binaire  du  point 
diagonal  contient  l'indice  supérieur  de  l'expression  de  l'hexagone. 
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au  Cliapitre  suivant,  que  chaque  paire  de  poiiils  diagonaux  secon- 
daires d'un  hexagone  V,''.,  soit  Qr.«..'a'.  Qj^.ctv,  est  formée  de  deux 
points  diagonaux  principaux  d'un  même  autre  hexagone  V  ",^,,  qui  est. 
suivant  nne  définition  c[ue  nous  allons  immédiatement  donnoi-.  un 
hexagone  opposé  au  ])remier. 

(5.  Les  trois  hexagones  V^*-.  V^'^,  V^.,,  qui  ont  chacun  pour 
membres  de  structure  deux  des  tj'ois  trilatères  d'un  même  triplet 
steineirien  de  trilatères,  forment  aussi  un  triplet  spécial  d^ hexagones, 
(pie  nous  a|)pellerons  un  semi-système  de  Steiner;  le  membre 
diagonal  de  chacun  d'eux  est  membre  de  structure  de  ciiacun  des 
deux  autres.  Deux  hexagones  d'un  même  semi-sjstème  seront  dits 
conius^ués. 

Un  semi-sjstème  steinérien  d'hexagones  sera  représenté  par  S  ^^2;  ; 
à  chaque  semi-sjstème  S.^-)-  correspond  un  second  S/anvJ  deux  tels 
semi-sjstèmes  seront  dits  opposés^  leur  ensemble  constituant  un  sys- 
tème de  Steiner^  représenté  par  SS,^j3.,/,,iv 

Chaque  hexagone  d'un  semi-sjstème  sera  dit  opposé  à  chaque 
hexagone  du  semi-sjstème  opposé;  deux  hexagones  opposés  sont 
donc  tels  que  V^*"..  V",^,  leurs  deux  tri])les  d'indices  n'ajant  nul  élé- 
ment commun. 

Chaque  hexagone  se  déduit  d'un  hexagone  conjugué  en  remplaçant 
un  membre  de  structure  de  cet  autre  par  le  membre  diagonal  de  ce 
même  autre,  et  d'un  hexagone  opposé,  en  remplaçant  une  paire  de 
côtés  opposés  de  cet  autre  par  la  paire  de  diagonales  prineij^ales 
correspondantes  (2)  de  ce  même  autre. 

Les  côtés  distincts  des  six  hexagones  d'un  même  système  de 
Steiner  sont  seulement  au  nombre  de  neuf  :  les  six  côtés  et  les  tiois 
diagonales  principales  de  l'un  deux.  Ils  ont  mêmes  triangles  de  som- 
mets alternés,  ou,  si  l'on  veut,  de  diagonales  secondaires^  ces 
dernières  étantles  six  côtés  de  l'hexangle  qui  n'entrent  pas  dans  la  cons- 
titution  de  ces  hexagones,  et  formant  deux  triangles  complémen- 
taires de  l'hexangle.  Les  60  hexagones  du  même  hexangle  peuvent 
donc  se  répartir  en  10  sjstèmes  de  Steiner,  subdivisés  chacun  en 
deux  semi-sjstèmes,  ces  10  sjstèmes  correspondant  univoquement 
aux  10  ])aires  de  triangles  complémentaires  de  l'hexangle. 

7.   Les  hexagones  dont  les  trilatères  de  structure  appartiennent  à 
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nn  même  qninUiplet  d€  Kirkmann  sont  au  nombre  de  C^=:!0.  et 
leur  ensemble  s'appellera  un  système  d'hexagones  de  Kirkmann. 

Nous  appelons  hexagones  séparés  deux  hexagones  qui  n'ont  nul 
côté  commun^  et  hexagones  associés^  deux  hexagones  qui  sont 
séparés  d\in  même  troisième. 

Les  quatre  Irilatères  de  structure  de  deux  hexagones  séparés  ('tant 
deux  à  deux  séparés  cl  appart^enant  par  conséquent  à  un  même 
quintuple!  de  Kirkmann,  ces  deux  hexagones  appartiennent  à  un 
même  système  de  Kirkmann;  deux  hexagones  associés  appar- 
tiennent aussi  au  même  système  de  Kirkmann  de  leur  hexagone 
séparé  commun. 

Deux  hexagones  d'un  même  système  de  Kirkmann  seront  d  ailleurs 
ou  séparés,  si  leurs  quatre  trilatères  sont  distincts,  ou  associés,  s'ils 
ont  un  trilatère  de  structure  commun,  leur  hexagone  séparé  commun 
étant  formé  des  deux  autres  trilatères  du  qnintuplet.  V^,'.,  \Zv  !*<^iit 
(\('\\^  hexagones  séparés;  V^.,  Vj',,  sont  deux  hexagones  associés  ;  ces 
hexagones  appartiennent  au  même  système  {x)  de  Kirkmann. 

Les  membres  diagonaux  des  premiers  sont  unis,  comme  l'indique 
la  notation;  ils  ont  donc  une  diagonale  principale  commune;  ceux  des 
seconds  sont  séparés. 

Deux  hexagones  associés^  tels  Vy.,  V^^,,,  ont  un  trilatère  de  struc- 
ture commun  (T^^),  le  second  trilatère  de  structure  de  chacun  d'eux 
(tel  T-cz)  étanï,  comme  l'indique  la  notation,  uni  au  membre  diagonal 
de  l'autre  (tel  Tj„),  et  étant  donc  formé  d'une  diagonale  principale 
de  cet  autre  cl  de  sa  paire  de  diagonales  secondaires  opposées  (  2)  à 
cette  principale. 

(Deux  hexagones  conjugués  ont  aussi  nn  membre  de  slruclure 
commun,  leurs  seconds  membres  de  structure  étant  aussi  sé^>arés, 
mais  le  second  membre  de  chacun  d'eux  est  le  membre  diagonal  de 
l'autre.) 

11  y  a  trois  hexagones  séparés  d'un  même  hexagone  Vj''-,  savoir  : 
^ni^i  V^^.v7  ^ww  Chaque  trilatère  de  structure  de  chacun  d'eux  est 
formé  d'une  diagonale  principale  de  l'hexagone  séparé  commun,  et 
de  la  paire  de  diagonales  secondaires  de  celui-<;i  opposée  à  la  prin- 
cipale. Chacun  de  ces  trois  hexagones  a  une  même  diagonale  ])rinci- 
pale  que  l'hexagone  séparé  commun,  et  une  même  paire  de  diago- 
nales secondaires  opposée  à  cette  principale,  et  peut  être  distingué 
<]es  deux  autres  par  cette  j^rincipale. 
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Nous  appelons  sous-système  de  Kirkmann  l'eixsemble  de  trois  tels 
hexagones,  séparés  d^ un  même  quatrième. 

Il  y  a  dans  chaque  système  dix  sous-systèmes,  correspondant 
chacun  à  chacun  des  dix  hexagones  de  ce  système. 

Si  à  partir  d'un  hexagone  donné  on  construit  les  trois  hexagones 
séparés  de  celui-ci  (formés  chacun  de  deux  diagonales  principales  du 
premier  et  de  ses  à^uy^ paires  de  diagonales  secondaires  opposées  à  ces 
principales),  puis  les  hexagones  séparés  des  hexagones  obtenus,  et 
ainsi  de  suite,  tous  les  hexagones  obtenus  appartenant  au  même 
système  de  Kirkmtmn  que  le  premier  ne  font  que  se  reproduire 
entre  eux. 

Les  60  hexagones  de  l'hexangle  se  répartissent  en  six  systèmes  de 
Kirkmann.  Un  système  de  Steiner  et  un  système  de  Kirkmann  oui 
un  unique  hexagone  commun^  puisque  les  exposants  des  six 
hexagones  d'un  même  système  de  Steiner  sont  distincts;  chaque 
hexagone  d'un  système  (de  Steiner  ou  de  Kirkmann)  définit  un  système 
de  l'autre  espèce. 

8.  On  peut  donner  des  hexagones  d'un  mênie  sy^l('ln('  de  Kirk- 
mann une  représentation  schématique  intéressante  (').  où  chacun 
des  dix  hexagones  étajtt  représenté  par  un  point,  les  points  représen- 
tatifs de  trois  hexagones  d^ an  mêm,e  sous-système  soient  alignés. 
La  figure  représentative  n'est  autre  (jue  lix  Jigure  polaire  ternaire 
désignée  par  ^(3,  5)  {Géométrie  moderne.  Ghap.  l,  §  111,^1^-.  2.  l), 
trace  sur  un  plan  des  éléments  de  jonction  (droites  et  plans)  des 
sommets  d'un  pentangle  gauche. 

Le  système  de  Kirkmann  envisagé  étant  par  exemple  le  sys- 
tème (<v),  et  les  dix  sommets  de  la  figure  polaire  étant  chacun 
affectés  de  l'une  des  dix  combinaisons  l)inaires  des  cinq  indices  x.  >', 
5,  M.  ^,  conformément  aux  règles  indiquées,  si  l'on  fail  corres- 
pondre chaque  sommet  de  la  figure  à  l'hexagone  du  système  {w)  dont 
le  membre  diagonal  est  affecté  de  la  même  combinaison  que  ce  som- 


(  '  )  On  peut  donner  du  système  de  Kirkmann  une  autre  représentation  schémathque, 
d'ailleurs  peu  intéressa  nie  (où  soieat  reliéa  les  points  représentatifs  de  deux  hexa- 
gones séparés.,  et  non  plus  de  deux  hexagones  associés) ^  par  un  arbre  géomé- 
trique formé  d'un  hexagone  d'une  part,  et  de  trois  points  reliés  à  un  même  qua- 
trième d'autre  part,  chacun  de  ces  trois  points  étant  en  outre  reïié  à  deux  sommets 
opposés  de  rbexagone. 
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met,  les  trois  hexagones  V"^ ,  V";,,  V,'^r  (Van  même  sous-système  de 
Kirkmanii  auront  pour  représentatifs  les  sommets  alignés  xy^  yu^ 
ux  de  la  figure  polaire.  Les  droites  de  la  figure  représentent  doiK^ 
les  sous-systèmes  de  Kirkmann. 

9.  Nous  avons  déjà  défini  les  paires  d'hexagones  co/zy^o'^/g^,  oppo- 
sés^ séparés,  associés.  Deux  hexagones  étant  dits  n-collatéraux  quand 
ils  ont  n  côtés  communs,  deux  hexagones  conjugués  ou  associés 
sont  tricollatéraux  (ils  ont  un  membre  de  striieture  commun,  leurs 
deux  autres  membres  étant  séparés);  deux  hexagones  opposés  sont 
cjuadricollatéraux  (ils  ne  diffèrent  l'un  de  l'autre  que  par  l'une  de 
leurs  paires  de  côtés  opposés,  laquelle  est  formée  pour  chacun  d'eux 
d'une  paire  de  diagonales  principales  de  l'autre  ).  11  n'y  a  pas  de  paire 
de  quinticollatéraux,  cinq  côtés  d'un  hexagone  déterminant  univoque- 
ment  le  sixième. 

Deux  hexagones  qui  ont  le  même  membre  diagonal  forment  une 
paire  à' isodiagonaux  :  tels  les  deux  hexagones  \ -J".,  V".. 

Chaque  membre  de  structure  de  chacun  d'eux  est  uni  à  un  seul 
des  membres  de  l'autre  (T.rj  et  T„;;);  ces  hexagones  ont  donc  deux 
côtés  communs  et  sont  bicollatéraux ;  ces  côtés,  dxy.nz.vw-,  dxz.uYA'w, 
forment  d'ailleurs  (5)  une  pcdre  de  côtés  opposés  de  chacun  d'eux, 
et  ces  deux  hexagones  on  un  même  point  principal  en  Q^yz.xw 

Deux  hexagones  peuvent  avoir  un  membre  de  structure  commun, 
leurs  deux  autres  membres  étant  cette  fois  unis  (et  non  plus  séparés, 
comme  dans  le  cas  d'hexagones  conjugués  ou  associés).  Les  deux  hexa- 
gones ont  alors  un  quatrième  côté  commun,  et  forment  un  nouveau 
type  de  paire  de  quadricollatéraux .  Ces  hexagones  ayant  trois  côtés 
alternés  communs,  le  quatrième  côté  commun  est  nécessairement 
juxtaposé  à  deux  des  prenders  et  opposé  au  troisième.  Ils  ont  donc, 
comme  dans  le  cas  d'isodiagonaux,  une  même  paire  de  côtés  opposés 
et  un  même  point  principal.  Tels  sont  V^,,  V^'^;  l'exposant  de  chacun 
figure  dans  la  combinaison  binaire  de  l'autre,  les  autres  indices  de 
l'une  et  de  l'autre  combinaison  étant  distincts. 

Ces  deux  hexagones  seront  dits  voisins^  parce  qu'ils  se  déduisent 
chacun  de  l'autre  par  simple  transposition  des  sommets  unis  à  celui 
de  leurs  côtés  opposés  communs  qui  appartient  à  leur  commun 
membre  de  structure. 

Il  y  a  quatre  hexagones  ayant  une  même  paire  de  eoté>  ()j)]>osés. 
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OU  si  Ton  veut,  un  poinl  principal  donné  Qc/z.i-iv,  savoir  V^,,,  Vl*^, ; 
^  .Mio  ^"u'j  il''  forment  deux  paires  d'isodiagonaux,  chaque  li(»xagone 
d'une  paire  est  voisin  de  cliacjue  hexagone  de  Faulrc  |)air<'. 

Ce  sont  deux  hexagones  voisins  que  nous  avons  considérés  pour 
établir  l'extension  de  la  propriété  caractéristique  de  l'hexagone  pas- 
calieii  aux  autres  hexagones  du  même  hexangie  (Ghap.  1,  §  VIT,  2). 

Nous  avons  alors  mentionné  sans  j  insister  que  tout  hexagone 
pouvait  se  déduire  de  tout  autre  j)ar  une  suite  de  transpositions  de 
sommets  juxtaposés,  c'est-à-dire  pouvait  lui  être  relié  par  une  chaîne 
d'hexagones  voisins.  Or,  deux  hexagones  associés  V^-,  V^.',,,  ont  de 
communs  voisins  (exactement  deux  :  V-^,,,  \X,v);  deux  hexagones 
séparés  V^.,  V,^,,,  ont  de  communs  associés  ( exactement  ^wa^/'e  :  \  :J:„, 
V^*,,,  Vf,,,  Vi',);  on  peut  donc  passer  de  tout  hexagone  à  tout  autre  â?w 
même  système  de  Kivkmann  par  un  commun  voisin,  si  les  denx 
hexagones  sont  associés,  ou  par  une  chaîne  de  trois  hexagones  consé- 
cutivement voisins,  si  les  deux  hexagones  sont  séparés.  Deux  hexa- 
gones isodiagonaux  V^".,  V^'.,  oxiX.  de  communs  voisins  (exactement 
deux  :  V^„,  V^.„);  tout  hexagone  ayant  dans  tout  système  de  Kirk- 
mann  distinct  du  sien  soit  un  voisin  (dans  les  deux  systèmes  aux- 
quels appartiennent  respectivement  ses  deux  conjugués)^  soit  un 
isodiagonal (^(\a\\^\qs  trois  systèmes  auxquels  appartiennent  respecti- 
vement ses  trois  opposés),  on  voit  que  l'on  peut  passer  de  tout  hexa- 
gone à  tout  autre  du  même  hexangie  par  une  chaîne  d'hexagones 
consécutivement  voisins. 

Restent  trois  sortes  de  paires  d'hexagones  peu  intéressantes,  que 
nous  mentionnons  pour  compléter  la  nomenclature  : 

Un  seul  des  membres  de  structure  de  chacun  peut  èlre  simultané- 
ment uni  à  chacun  des  deux  membres  de  l'autre,  leurs  deux  autres 
membres  respectifs  étant  séparés,  tels  \  f-  et  V",.. 

Les  deux  hexagones  ont  alors  trois  côtés  communs^  dont  deuxy //J7- 
taposés,  le  troisième  étant  alterné  à  1  un  des  premiers  et  opposé  à 
l'autre,  et  deux  côtés  communs  qui  sont  alternés  dans  l'un  des  hexa- 
gones étant  opposés  à  l'autre.  Ces  hexagones  forment  une  paire  de 
tricollatéraux  que  nous  qualifierons  de  vulgaire^  pour  la  distin- 
guer des  paires  de  tricollatéraux  remarquables  que  sont  les  paires  de 
conjugués  ou  à' associés. 

Un  seul  membre  de  structure  à\in  seul  de  deux  hexagones  d'une 
paire  peut  être  simultanément  uni  à  chacun  des  deux  membres  de 
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FaïUie,  le  second  membre  du  premier  étant  séparé  de  chacun  des 
membres  du  second  hexagone.  Les  deux  hexagones  ont  donc  deux 
côtés  communs,  lesquels,  appartenant  à  un  même  membre  de  struc- 
ture du  premier  sont  alternés  dans  ce  premier,  alors  qu'ils  sont 
opposés  dans  le  second.  Ces  hexagones  forment  une  paire  dissymé- 
trique de  hicollatéraux,  que  l'on  pourra  c\y\iÀ\i\Gv  àe  vulgaire,  pour 
la  distinguer  de  la  paire  remarquable  àeh\ccA\siiérii\m  isodiagonaux . 
Parmi  les  divers  bicollatéraux  vulgaires  d'un  même  hexagone,  on 
pourra  distinguer  ceux  de  la  première  espèce,  où  les  deux  côtés  com- ' 
muns  sont  alternés  dans  l^  hexagone  envisagé  y  eX  ceux  de  seconde 
espèce,  où  ces  côtés  sont  opposés  dans  le  premier  hexagone.  Tels 
sont  les  deux  hexagones  :  V:^^-  et  \",,  ;  le  second  est  de  seconde  espèce 
pour  le  premier,  et  le  premier  de  première  espèce  pour  le  second. 

Enfin,  un  seul  membre  de  structure  de  chacun  peut  être  uni  à  un 
seul  membre  de  structure  de  l'autre,  tels  V:J".  et  V";,  les  hexagones 
formant  donc  une  paire  àUinico [latéraux ^  laquelle  est  encore  dissy- 
métrique^ le  membre  diagonal  d\in  seul  des  deux  (du  second, 
dans  le  cas  cité)  étant  membre  de  structure  de  l'autre.  Le  second 
sera  considéré  comme  de  seconde  espèce  pour  le  premier,  et  le  pre- 
mier comme  de  première  espèce  pour  le  second. 

Un  hexagone  a  parmi  les  09  autres  du  même  hexangle  :  2  conju- 
gués^ 3  opposés^  3  séparés^  6  associés^  3  isodiagonaux.,  6  voisins, 
1 2  tricollatéraux  vulgaires.,  6  bicollatéraux  vulgaires  de prem,ière 
espèce.,  6  bicollatéraux  vulgaires  de  seconde  espèce.,  6  unicollaté- 
t^ux  de  première  espèce.,  6  unicollatéraux  de  seconde  espèce. 

Pour  avoir  uiie  idée  claire  de  la  répartition  des  60  hexagones  du 
même  hexangle  relativement  à  l'un  d'eux,  il  suffit  de  jeter  les  yeux 
sur  le  Tableau  que  nous  donnons  de  ces  hexagones  et  de  leurs  1 5  tri- 
latères  générateurs,  disposés  en  six  systèmes  de  Kirkmann. 

On  a  formé  ce  Tableau  à  partir  de  l'hexagone  régulier  (pour  la 
simplicité  des  figures),  les  deux  membres  de  structure  de  celui-ci, 
désignés  respectivement  par  T^.^.  et  'Yx-  étant  pris  pour  trilatères  géné- 
rateurs du  quintuplet  (a?),  les  trois  autres  trilatères  de  ce  quintuplet, 
respectivement  désignés  par  T^,/,  Trc,  Tj;„,,  étant  chacun  formés 
d'une  diagonale  principale  de  l'hexagone  initial  et  de  la  paire  de  dia- 
gonales secondaires  de  cet  hexagone  opposée  à  cette  principale. 

Les  désignations  de  tous  les  trilatères,  et  par  suite  de  tous  les  hexa- 
gones, sont  alors  fixées,  la  combinaison  uv^  par  exemple,  devant  être 
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attribuée  au  trilatèrc  qui  est  le  meml)ie  diagonal  du  doublet  (T^^o  Txt>), 
ou  de  l'hexagone  V,'",,,  et  le  quintuplet  ((^),  par  exemple,  étant  formé 
du  trilatère  T,,.r  du  premier  quintuplet  (x).  et  des  membres  diagonaux 
des  quatre  hexagones  que  forme  ce  trilatère  avec  les  quatre  autres 
du  premier  quintuplet. 

Les  liexagones  qui  ont  une  même  relation  a\ec  Thexagone  initial  V^ 
se  trouvent  dans  ce  Tableau  naturellement  groupés  en  rectangles. 

Nous  donnons  aussi  le  Tableau  des  coordonnées  (^)  des  sommet^, 
côtés  et  points  diagonaux  d'un  hexangle  pascalien^  c'est-à-dire,  dont 
deux  trilatères  séparés  sonl  ho  mo  logique  s,  l'un  de  ces  trilatères  étant 
pris  pour  référence^  et  leur  axe  d'homologie  [pascale  de  leur  hexa- 
gone), pour  droite-unité.  Le  lecteur  que  n'effraient  pas  les  longs 
calculs  pourra  vérifier  analjtiquement  les  propositions  du  Chapitre 
suivant,  en  attribuant  des  valeurs  numériques  simples  aux  trois  arbi- 
traires a,  ^,  c,  de  ce  Tableau. 

10.  Outre  les  ensembles  remarquables  d'hexagones  déjà  signalés 
(systèmes  et  sous-sjstèmes  de  Steiner  et  de  Kirkmann),  il  J  a  deux 
sortes  intéressantes  de  /i-uplets  d'hexagones  :  les  /i-uplets  d^isodia- 
gonaux.,  dont  tous  les  hexagones  ont  même  membre  diagonal,  et  les 
/i-uplets  d^ associés^  tels  que  chacun  de  leurs  hexagones  soit  associé 
de  chaque  autre  sans  toutefois  que  trois  d^ entre  eux  soient  séparés 
dun  même  quatrième.^  restriction  qui  exclut  des  /i-uplets  d'associés 
les  sous-systèmes  de  Kirkmann. 

Il  y  a  quatre  hexagones  ayant  \\n  membre  diagonal  donné  T^^, 
savoir  V;^^,  V"^.,  V!J.^,  V'^!!,  (il  n'y  a  donc  pas  de  quintuplet  d'isodiago- 
naux).  Leurs  points  diagonaux  principaux  distincts  sont  seulement 
au  nombre  de  six.,  deux  quelconques  d'entre  eux  ayant  un  point 
principal  commun.  (Dans  le  cas  de  l'Iicxangie  pascalien.,  ces  points 
sont  précisément  les  sommets  du  quadrilatère  de  leurs  pascales^ 
les  pascales  de  deux  d'entre  eux  étant  unies  à  leur  commun  point 
principal.) 

Tous  les  hexagones  d'un  même  /î-uplet  d^ associés  appartiennent  «m 
même  .système  de  Kirkmann  ;  deux  d'entre  eux  étant,  par  exemple, 
V"J:j.  et  \:J:„,  tout  autre  hexagone  de  leur  /i-uplet  sera  soit  V^!,,,  soit  V^^^,; 
il  n'y  a  donc  pas  non  plus  de  quintuplet  d'associés. 

(')  I-.'introduclion  en  Géom.!;trie  des  procédés  analytiques  est  faite,  au  Chapitre  X  de 
cet  Ouvrage.  '       ' 
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Chaque  doublet  ou  Iriplel  d'isodia<:;onaux  ou  d'associés  appartient 
à  un  unique  quadruplet  de  même  espèce;  chaque  quadruplet  con- 
tient quatre  triplets  et  vix  doublets,  chaque  Iriplet  contient  trois  dou- 
blets et  chaque  doublet  appartient  à  trois  triplets.  Un  triplet  et  le 
quatrième  hexagone  de  son  quadruplet  seront  dits  complémen- 
taires. 

Le  quadruplet  d^ isodiagonaux  ayant  pour  commun  membre. dia- 
gonal Tyz  sera  désigné  par  l'expression  Wj^:  ;  le  triplet  (  V;^^,  Y",,  V*^,), 
par  W'J:"'',  ou  plus  simplement  par  W^"j\  son  hexagone  complémen- 
taire étant  V*;;  ;  le  doublet  (V^:^,  V%),  par  W^^ 

Deux  doublets  d'isodiagonaux  qui,  se  déduisent  chacun  de  l'autre, 
tels  W"^/^  et  WJ",  par  permutation  simultanée  des  indices  inférieurs 
avec  les  supérieurs,  seront  dits  inverses  l'un  de  l'autre;  deux  dou- 
illets d'isodiagonaux  qui  se  déduisent  chacun  de  l'autre,  tels  W"J/^  et 
WJ^,^,  par  permutation  d\in  seul  indice  supérieur  avec  un  seul 
indice  inférieur .,  seront  dits  contigus  l'un  à  l'autre. 

Le  quadruplet  d'associés  (  V-J:.,  V^„,  V"^,,,  V:J:,^,)  sera  désigné  par  W^J!; 
le  triplet  (V'J'.,  y'l^^,  ^%^)  V^^^  ^^r(H^)7  ^^^  hexagone  complémentaire 
étant  V:;:,,,. 

Chaque  hexagone  V^,  de  l'hexangle  appartenant  à  un  unique  qua- 
druplet d'isodiagonaux  Wj^,  et  aux  deux  quadruplets  d'associés  W  "J: 
et  WJ,  il  j  aura  i5  quadruplets  d'isodiagonaux  et  3o  quadruplets 
d'"associés  (dont  cinq  appartiennent  à  chaque  système  de  Kirkmann, 
deux  quadruplets  W"^  et  Wf  d'un  même  système  ayant  en  commun 
l'hexagone  V"J:3  ). 

A  chaque  trilatère  T^y  de  l'hexangle  correspond  d'ailleurs  univo- 
quement  le  quadruplet  d'isodiagonaux  Wj-y.  dont  tous  les  hexagones 
admettent  pour  membre  diagonal  le  trilatère  eixvisagé,  et  la  paire  de 
quadruplets  d'associés  (W^.,  W^),  dont  les  /iwû  hexagones  admettent 
ce  trilatère  pour  membre  de  structure. 

Nous  dirons  que  ces  trois  quadruplets  sonldeux  à  deux  conjuga- 
lejnent  homologues.,  en  entendant  par  là  que  chaque  hexagone  de 
chacun  d'eux  q^I conjugué  d'un  hexagone  de  chacun  des  deux  autres, 
trois  hexagones  deux  à  deux  homologues  de  ces  quadruplets,  tels  V^^., 
V^_,  VJ.,  étant  donc  ceux  d'un  même  semi-système  de  Steiner. 

La  paire  de  quadruplets  d'associés  conjugalement  homologues 
(W^J:,  WJ)  peut  s'appeleT  ia  paire  de  quadruplets  de  raccordement 
de  leurs  systèmes  de  Kirkmann  (x)  et  (y);  de  même  que  deux  quin- 
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tiiplcts  qu{'l('on({U(\s  (jc)  et  (}')  de  trilalèies  se  raccordent  par  leur 
trilalère  commun  T^;),  deux  systèmes  quelconques  [x)  et  {y)  d'hexa- 
gones de  Kirkmann  se  raccordent  par  deux  quadruplets  d'associés 
conjugalement  homologues  leur  appartenant  respectivement,  et  dont 
tous  les  hexagones  ont  pour  membre  de  structure  commun  le  trilatère 
de  raccordement  des  (julntiiplets  (de  trilatères)  correspondant  à  ces 
systèmes. 

Trois  paires  d'hexagones  homologues  de  deux  quadruplets  conju- 
galement liomologues  forment  deux  triplets  conjugalement  homo- 
loiiiies. 

Tels  sont  les  deux  triplets  d'associés  W^^v)  ^^  ^^  ■r(n)?  ^"  encore 
le  triplet   d'associés  A\  '^^^.^  et  le  triplet  d' isodiagonaux  WJJ*^'?. 

Chaque  triplet  d'associés  W^j^^,,  détermine  univoquement  le  triplet 
d'associés  \\  ;^,^,,)  qui  lui  est  conjugalement  homologue. 

L'hexagone  Y^[^^^,comolémentaire  du  second  s'appellera  l'hexagone 
voisin  du  premier  triplet,  parce  qu'il  est  voisin  de  chacun  des  hexa- 
gones de  ce  triplet.  On  peut  observer  à  ce  sujet  que  tout  hexagone 
d'un  quadruplet  d'associés  est  ?;o/.9m  de  tout  hexagone  du  quadruplet 
d'associés  conjugalement  homologue,  autre  cjue  son  propre  homo- 
logue (lequel  lui  est  conjugué)^  les  5/:*:r  voisins  d'un  hexagone  donné 
formant  donc  deux  triplets  d'associés  qui  sont  les  homologues  conju- 
gaux respectifs  des  deux  triplets  complémentaires  de  l'hexagone  donné 
dans  les  deux  quadruplets  d'associés  auxquels  appartient  cet  hexagone. 
Chaque  hexagone  d'un  quadruplet  d'associés  a  donc  deux  côtés 
opposés  communs,  et  par  suite  un  point  principal  commun  avec 
tout  hexagone  non  homologue  du  quadruplet  d'associés  conjugale- 
ment homologue. 

Une  paire  de  triplets  d'associés  conjugalement  homologues  ^^y(„,), 
^^xiw)  détermine  univoquement  un  hexagone  (n'appartenant  à  nul  de 
leurs  systèmes  de  Kirkmann)  :  c'est  l'hexagone  V^'^.,  conjugué  des 
deux  complémentaires  de  ces  triplets^  ou  complémentaire  du  tri- 
plet d' isodiagonaux  Vi^^^.  homologue  conjugal  simultané  des  pre- 
miers. 

Réciproquement,  l'hexagone  V"'^.  détermine  univoquement  la 
paire  de  triplets  d'associés  conjugalement  homologues  WlJ^^^^,^,  ^^^(„,  • 

L'hexagone  mentionné  sera  dit  le  correspondant  de  la  paire  de 
triplets  d'associés.  Cette  correspondance,  d'hexagone  à  paire  de  tri- 
plets d'associés  conjugalement  homologues,  est  très  importante. 
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Deux  liiplets  d'associés  sont  dits  diagonalemeiit  homologues^  si 
chaque  hexagone  de  l'un  est  isodiagonal  d'un  hexagone  de  l'autre; 
tels  les  deux  triplets  AA  ^^_  et  W^.^^,  (Une  définition  analogue  ne  con- 
vienl  ni  aux  autres  paires  de  triplets,  ni  aux  paires  de  quadruplets). 
A  cette  paire  de  triplets  correspond  encore  univoquement  un  hexa- 
gone VJ^,  conjugué  de  deux  hexagones  complémentaires  de  ces 
triplets,  et  qui  sera  dit  le  correspondant  de  cette  paire. 

Deux  triplets  d^ isodiagonaux ^  ou  deux  triplets  d'associés^  sont 
associativenient  homologues,  si  chaque  hexagone  de  l'un  est 
l'associé  d'un  hexagone  de  l'autre.  Tels  sont  W'5  et  WJ;!^^  ^u  W^ 


(Z) 


et  W^ 

(Une  définition  analogue  ne  convient  ni  aux  paires  de  quadruplets, 
ni  aux  paires  de  triplets  dont  l'un  est  formé  d'isodiagonaux  et  l'autre 
d'associés.) 

Dans  le  cas  de  la  paire  mentionnée  d' isodiagonaux  associative- 
ment  homologues,  l'hexagone  VJ,.,  conjugué  des  deux  complémen- 
tait^es  des  triplets  de  la  paire,  sera  encore  dit  le  correspondant  de 
la  paire. 

Les  mefiibres  diagonaux  des  hexagones  de  ces  deux  triplets  sont 
deux  trilatères  de  l'hexangle  s-e'/^arés  ;  réciproquement,  les  deux  qua- 
druplets d' isodiagonaux  relatifs  à  deux  trilatères  séparés  renferment 
chacun  un  triplet  tel  que  ces  deux  triplets  soient  associativement 
homologues. 

Les  Iripleis  d'isodiagonaux,  au  nombre  de  60  (chacun  des  1 5  qua- 
druplets en  contient  4)^  ^e  groupent  en  20  triples  où  trois  tri- 
plets d' un  même  triple  sont  deux  à  deux  associativement  homo- 
logues ;  tels  sont  les  trois  triplets 

\\TU)      w'v)       wf^' 

Leurs  trois  trilatères  diagonaux  yz,  zx,  xy  forment  un  triplet 
steinérien,  et  trois  hexagones  deux  à  deux  homologues  de  ces  triplets 
tels 

V«         V«         V" 

"<  yzi       ^  ZX1       ^  xyi 


appartiennent  à  un  même  sous-système  de  Kirkmann. 

Deux  triplets  <i'«550Cie5  associativement  homologues,  W  ;^^.j  et  W 
s'appelleront  plutôt  triplets  réciproques  ;  tous  leurs  hexagones  appar- 
tiennent au  même  système  de  Kirkmann.  Les  hexagones  complémen- 
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Tableau  des  coordonnées  des  sommets,  côtés  et  points  diagonaux  de 
l'hexangle  pascalien,  un  trilatère  T^,  étant  pris  pour  référence,  et  l'axe 
d'homologie  de  ce  trilatère  avec  le  trilatère  T^^  pour  droite-unité. 

(XYZ)=:T^,,         (X'Y'Z')  =  T^„ 
(AE,  BD,  GF)  =  T^„,     (AC,  FD,  BE)  =  T.,„     (BF,  CE,  AD)  =  T.,,,. 

Y 
A 

*    \ 


^  7  \ -7 


Z^  — 


— J^X 


Sommets. 

A:(o,  c,  — i);     B:(o,  i,— 6);     G:(6,  — 1,0);     D:(i,  -r^o); 
E  :  (1,  o,  —  à);     F  :  (c,  o,  —1). 


Cotés. 

AB:(i,o,  o);     BC:(i,6,  i);     CD:  (0,0,1);     DE:(«,  1,1);     EF:  (0,1,0): 

FA:(i,i,c);     AD:(«,  i,c);     BE:(«,  6,  i);     GF:(r,^,  c); 

AC  :  (i,  b,  bc);     BD  :  {ab,b,  i);     CE  :  («,  ab,  i);     DF  :  (a,  i,«c); 

AE  :  (f/c,  I,  c);     BF  :  (i,  bc,  c). 


Points  divgonalx  Q. 


zu.vw 
CD.EF  ^'  ^^'  ^' 


I  —  bc,  c  —  I,  b  —  I. 
RI)   A  F    ^  —  ^^'  ^^^  —  '^^^  '^^^  —  '^^' 


AF.BG 


yz.uw      ,  ,         ,  , 

ALi.  Dr 


BE.AD 


I  —  bc^  ac  —  a,  ab  —  c/. 


xz.vw 


AG.BF 


-,  bc  —  b^'c"-,  bc  —  c,bc  —  b. 


XZ  .  IHV 


i^T-w   /-.n  '"'f^  —  ^'  '^^  —  'Ti  ^^  —  a^b'^. 
BD.GE  ' 

xy .  vw 


DF.CE 


I  —  a^  bc,  a'^c  —  f(,  a-  b  —  a. 


xy . uw  ,    .  „                       ,    „ 

/t^  Tir-  f^^  — C,  ac^ — c,  I  —  abc^. 

AL.BF  ' 

xy.uv  ,            ,  ... 

j/r.    Kn  b-c  —  b,  \  —  ab'^c,  ab^—b. 
BU.  AC< 

RR    rv  ^       —  '  ^  —  ac,  abc — ab. 


BF.CE 

XZ.  uv 
AE.DF 


ac  —  c,  ac  —  a^c-,  ac  —  a. 
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.ZiV 


*^*^"     bc  —  I,  (f 
BG.AD 


Points  diagonaux  Q  (suite), 
xz.yu 


c,  I  —  a 


b. 


•^  I  —  bc.  (ic  —  1 ,  6>  —  ((. 

AF.BE 

xy.zu  j  f 


ZV.WU 

AB.EF 


O,   G,    I. 


•^         ^  b  —  i,  a  —  i,  i  —  av. 
BC.DE 


yi^  .Zi\> 
AE.CF 


:b  —  c,  c'-a  —  c,  I  —  abc. 


DF.BE  i-^'^^.  «^^-^>^^-«- 
XV .  wa      ,  , 


XV.  wz 

BF.DE 

XU  .  ZiV 

CE,  A  F 

XV.  y  a' 
CE.AB 


bc  —  c,  ac  —  r ,  i  —  f(bc. 
I  —  abc,  ac  —  i,  ab  —  a. 
o,  I.  --  ab. 


xu.yw 

BF.CD       '  ~^'  °' 


xu.yv 
AG.EF  ^"'  "' 

y  a  .zv 
CE.  AD 

Xll.ZV 

DF.BC 

xz.yw 
AD.EF 

xz  .yv 
BE.GD 


bc^  o, 

I  —  abc,  ac  —  a,  a-b  —  a. 
,    I  —  abc,  ac  —  a,  ab  —  i . 
c,  o,  — a. 
b,  —  a,  o. 

zii.viv 


CF.AB 

ZW.  IIV 

AB.CD 

yw .  iiv 
DE.AF 


o,  <?,  —  b. 

o,    1,0. 

c  —  I,  I  —  ac,  a  —  I. 


GF  BD  ^'^  —  ^'  I  —  «^^'  b^a  —  b. 
BE    \G  ^^~^'  i  —  abc,  ba  —  b. 


xw.  uv 
GF.BE 

xw  .zv 
DE.AG 

xw  .zu 
AF.BD 

xw  .yv 
AB.DF 

xw  .yii 
GD.AE 

XV  .y  a 
EF.BD 

AD.BF  ^^-^-^'^^'-^'  Y -abc. 


bc  —  b,  I  —  ac,  ba  —  b. 
bc  —  b,  I  —  abc,  ab  —  i. 
bc  —  I ,  I  —  abc,  ab  —  b. 

0,  ac,  —  I. 
,   I,  —ac,  0. 

1,  o,  —  ab. 


^  bc  —  i,  ac  —  c,  I  —  abc. 
I,  o,  —  I. 


XV  .zu 
BG.Al 

xw .  yz 
EF.BG 

XV.  y  z 
GD.AF  ''  ~''  ""' 

XU  .yz 


AB.DE 


o,   I,  —  I, 


La  notation  pj^^pc,  signifie   «  point   diagonal  (^zu.vw  »?   intersection   des 

côtés  GD  et  EF  du  trilatère  T^y. 

La  disposition  du  Tableau  des  points  diagonaux  a  été  détruite  à  l'impression  à 
cause  de  l'insuffisance  de  largeur  de  la  feuille.  Il  doit  être  établi  sur  quinze  lignes, 
comprenant  chacune  trois  points  diagonaux,  sommets  d'un  même  trilatère. 
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taires  des  triplets  des  précédentes  paires  sont  toujours  distincts  et 
conjugués,  tandis  que  les  deux  triplets  de  la  paire  des  réciproques 
ont  même  complémentaire  Yf^,  qiii  sera  le  correspondant  de  la 
paire. 

Dans  la  figure  schématique  représentative  du  système  de  Kirkmann, 
les  hexagones  de  deux  triplets  réciproques  sont  représentés  par  les 
sommets  de  deux  triangles  réciproc[ues.,  c'est-à-dire  homo logiques.. 
le  centre  de  cette  homologie  étant  le  point  représentatif  de  l'hexagone 
correspondant  de  la  paire  (commun  complémentaire). 

Les  triplets  d^ associés  sont  au  nombre  de  120  (20  dans  chaque  sys- 
tème, formant  10  paires  de  triplets  réciproques).  Ils  se  groupent 
encore  de  deux  façons  (soit  conjugalement^  soit  diagonalement) 
en  60  paires  de  triplets  homologues  (correspondant  aux  60  hexa- 
gones). 

Nous  appelons  enfin  «  paire  de  triplets  irrégulièrement  homo- 
logues »,  soit  la  paire  de  triplets'  d' isodiagonaux  WJ^^  et  WJ!!.'\ 
soit  la  paire  de  triplets  d^ associés  \^^,(2)  et  W;^^,^^).  Les  trois  paires 
d'hexagones  homologues  des  deux  triplets  comprennent,  pour  le 
premier  système,  une  paire  de  conjugués  et  deux  paires  d'associés; 
et  pour  le  second  système,  une  paire  de  conjugués  et  deux  paires 
d'isodiagonaux. 

Deux  tels  triplets  <i'^'5o<^/a«o/^««^  appartiennent,  tout  comme  ceux 
de  la  paire  de  triplets  associativement  homologues,  à  deux  quadru- 
plets  d'isodiagonaux  à  membres  diagonaux  xy  et  xz  séparés;  réci- 
pro([uement  deux  tels  quadruplets  fournissent  trois  paires  de  tri- 
plets irrégulièrement  homologues. 

De  même,  les  deux  quadruplets  cV associés  ^%  et  W^,  fournissent 
trois  paires  de  triplets  irrégulièrement  homologues. 

Note.  —  Les  triplets  de  chacune  des  précédentes  paires  ont  été 
qualifiées  d^ homologues^  parce  que,  dans  le  cas  de  l'hexangle /?a5ca- 
lien.,  les  triangles  de  pascales  des  deux  triplets  d'une  même  paire 
d'homologues  sont  homologiques. 


CHAPITHE  XIII. 

L'HEXANGLE   PASCALIEN. 


1.  Hexanglc  pascalien,  pascales  et  points  de  vSteiner.  — 1.  Configuration  des  points 
de  Steiner  et  axes  de  Steiner-PIiicker,  ou  ossature  ponctuelle.  —  3.  Points  de 
Kirkmann;  répartition  des  pascales  et  des  kirkmanns  en  six  figures  polaires.  — 
4.  Droites  de  Caylcy-Saliaoïi  cl  (ciilrcs  d;  Salmon;  ossature  réglée.  — 5.  Ossa- 
ture symétrique  totale  de  la  conliguralion.  —  G.  Points  et  droites  de  Bally; 
fausses  pascales  et  faux  kirkmanns. 

1.  Nous  disons  qu'un  hexangle  est  pasca/ie/i  si  deux  irilatères  de 
eet  hexangle  séparés  sont  Iwmologiques  (*),  deux  côtés  homologues 
de  cette  homologie  étant  opposés  dans  l'hexagone  de  ces  trilatèros, 

U hexagone  de  ces  deux  trilatères  (\'^i  alors  pascalien,  ses  trois 
points  diagonaux  principaux  étant  alignés  sur  l'axe  d'homologic  de 
ses  trilatères,  qui  sera,  par  définition,  la  pascale  de  cet  hexagone; 
il  résulte  alors  du  postulat  de  Pappus^  ainsi  qu'on  Ta  montré 
(Ghap.  I,  §  VII,  î2),  qu'il  en  est  de  même  pour  un  hexagone  voisin^ 
et  par  suite  pour  tout  hexagone  du  même  hexangle,  deux  trilatères 
quelconques  de  l'hexangle  séparés  étant  donc  homologiques  (-). 

La  pascale  de  l'hexagone  X'*^..  sera  représentée  par  le  symbole  AJ,. 

Le  quadrilatère  de  ])ascales  des  hexagones  d'un  qiuidruplet  d'as- 
sociés W"J:  ou  d^ isodiagonaux  W^rj,  sera  désigné  par  A^,  ou  hxy\  le 
triangle  de  pascales  des  hexagones  du  triplet  d'associés  W"^ .  ,  ou 
d'isodiaoonaux  W':l',  par  'i':,^  ,  ou  h[^^ . 

Il  est  intéressant  de  montrer  que  le  caractère  pascalien  d'un  hexa- 
gone peut  s'étendre,  sans  nul  recours  au  postulat  de  Pappus^  à 
tout  hexagone  du  même  système  de  Steiner  que  le  premier. 

Théorème  I.  —  Si  deux  trilatères  (supposés  sans  sommet  ni  côté 
commun,  et  nul  sommet  de  chacun  n'étant  uni  à  nul  côté  de  l'autre) 

(  ')  et  (^)  Les  Notes  de  ce  Chapitre  sont  renvoyées  à  la  fin  du  Livre. 
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sont  honiolo giqaes ,  le  troisième  trilaièreda  tripletsteinérien  déter- 
miné par  les  deux  premiers  (membre  diagonal  de  l'hexagone  qui  a 
pour  membres  de  structure  les  premiers,  et  pour  paires  de  côtés 
opposés  leurs  paires  de  côtés  homologues)  est  homologique  à  cha- 
cun de  ces  premiers^  et  les  trois  liomologies  de  ces  trilatères  deux 
à  deux  ont  le  même  centre. 

Les  côtés  des  deux  trilatères  donnés  T^y  et  T^^  étant  respective- 
ment désignés  par  (a,  ^,  c)  et(/,  y,  A),  les  deux  trilatères  (abk) 
et  {ijc)  sont  homologiques  par  le  même  axe  que  les  précédents,  car 
ils  ont  mêmes  paires  de  côtés  opposés  que  ces  précédents. 

Les  droites  concourantes  qui  joignent  les  paires  de  sommets 
homologues  des  derniers  trilatères  sont  :  une  droite  de  jonction  de 
deux  sommets  homologues  \ab)  et  (ij)  des  premiers,  et  deux  dia- 
gonales principales  (bk)  \jc)  et  (/ra)  (ci)  de  l'hexagone  V^,  de  ces 
premiers. 

Le  point  de  concours  de  ces  diagonales  étant  le  sommet  du  troi- 
sième trilatère  Tj-  du  triplet  steinérien  des  premiers  simultanément 
homologue  (Chapitre  précédent,  4)  des  sommets  homologues  (ab) 
et  yij)  des  preîiiiers,  on  voit  que  les  trois  triples  de  sommets  simul- 
tanément homologues  des  trois  trilatères  Tj-^,  Tj-,  T^-,  sont  alignés 
sur  trois  droites  concourant  au  centre  dliomologie  des  deux  pre- 
miers. 

Ces  trois  trilatères  sont  donc  deux  à  deux  homologiques  par  ce 
même  centre.  c.  q.  d.  F. 

Les  deux  hexagones  conjugués  de  l'hexagone  des  trilatères 
donnés,  ayant  chacun  pour  membres  de  structure  le  troisième  trila- 
tère et  l'un  des  deux  premiers,  sont  donc  aussi  pascaliens.  11  en  est 
de  même  des  trois  opposés  du  premier  hexagone,  puisque  trois 
sommets  deux  à  deux  homologues  et  par  conséquent  alignés  des 
trois  trilatères  précédents,  tels  Q^zu.vwi  Q_yu,viv,  Qxu.vw,  "^ont  les  points 
diagonaux  principaux  d'un  hexagone  V"^^,  opposé  au  premier  V^*^^. 

De  ce  qui  précède  résulte  immédiatement  cette  propriété  de 
l'hexangie  pascalien  : 

Théorème  IL  —  Les  pascales  des  trois  hexagones  d'un  même 
semi-système  steinérien  (hexagones  opposés  d'un  même  quatrième) 
sont  concourantes  en  un  point  dénommé  :  point  de  Steiner  de  ce 


l'hexangle  pascalien.  i4i 

semi-système^  on  de  l'un  quelconque  des  trois  hexagones  de  ce  semi- 
système. 

Le  point  de  Steiner  du  semi-système  S.,y-,  relatif  aux  trois  hexa- 
gones V:^,,  VJ^,  VJ^.,  sera  désigné  par  h;  symbole  Gxyz^  celui  du 
semi-système  opposé  ^in>w^  par  G„,,(v,  et  ces  deux  points  formeront 
un  couple  de  points  opposés  de  Steiner. 

11  y  a  dix  couples  de  points  de  Steiner  (soit  vingt  points  G) 
correspondant  aux  dix  systèmes,  c'est-à-dire  aux  dix  paires  de 
triangles  complémentaires  de  V hexangle. 

Le  point  de  Steiner  d'un  semi-système  est,  corAme  on  l'a  vu,  le 
centre  d'homologie  simultané  des  membres  de  structure  et  du 
membre  diagonal  de  tout  hexagone  du  semi-système  opposé  (^). 

Les  deux  membres  de  structure  et  le  membre  diagonal  d'un  hexa- 
gone, étant  trois  triangles  deux  à  deux  homologiques  par  le  même 
centre,  forment  avec  leur  centre  commun  d'homologie  (point  de 
Steiner  du  semi-système  opposé),  les  trois  droites  de  support  de 
leurs  triples  de  sommets  simultanément  homologues  (pascales  des 
hexagones  du  semi-système  opposé),  les  trois  axes  de  leurs  homo- 
logies  deux  à  deux  (pascales  des  hexagones  de  son  semi-système),  le 
point  de  concours  de  ces  trois  axes  (point  de  Steiner  de  ce  semi- 
système),  une  configuration  G(3,  6)  (Ghap.  I,  §  IX,  3),  laquelle 
est  d^ixiWawvii  particulière^  car,  de  trois  triangles  deux  à  deux  homo- 
logiques par  le  même  centre,  chacun  n'est  généralement  pas  le 
membre  diagonal  de  l'hexagone  qui  a  pour  membres  de  structure 
les  deux  autres.  Nous  allons  voir  que  les  vingt  points  G  de  Steiner 
forment  aussi  une  configuration  G(3,  6). 

2.  Théorème  IIL  —  Le  triangle  de  pascales  des  hexagones 
d\in  triplet  d^ associés  et  le  trilatère  de  structure  commun  aux 
hexagones  de  ce  triplet  sont  homologiques^  l'axe  étant  la  pascale 
de  V hexagone  voisin  de  ce  triplet. 

Considérant  le  triangle  A^(_,  et  le  trilatère  T.jcy  (membre  commun), 
aux  côtés  A^,^  du  premier  et  dj:y  zu.vw  du  second  est  uni  le  même 
point  diagonal  Qyi/^z.r^  qui  est  donc  leur  point  de  concours. 

De  même,  leurs  côtés  A^^  et  dj-y  zi>.wu  concourent  en  Q^v.-^-;  leurs 
côtés  h-^.^^,  et  dxy,zw.uv  concourent  en  Qjh-.z^,  Pt  ces  trois  points  de 
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concours  sont  les  trois  points  diagonaux  principaux  de  l'hexa- 
gone VJ^  voisin  du  triplet  W^ ,).  c.  q.  f.  d. 
La  démonstration  précédente  est  résumée;  par  le  schéma  suivant  : 


"vit) 


UX  LX  hx 

'^yiii  "  y^n  '^yw 

^x}-.znA'Wi      ^xy.zi'.WHi       ^.rr.zw.in' 
^yii.zx^  *^y{'.zx^  ^yw.zx 

alignés  sur  hl_^. 

Théorème  IV.  —  Les  deux  triangles  de  pascales  des  hexagones 
de  deux  triplets  d^ associés  conjugalement  homologues  sont  Jiomo- 
logiques. 

Chacun  de  ces  triangles  Af(2:)7  ^^iz)^  étant  liomologique  (Théo- 
rème Il[)  au  membre  de  structure  T.r)  commun  aux  hexagones  de 
ces  triplets,  nous  allons  montrer  que  les  trois  trilatères  A'j^,.  ,  A;^,.,,  T^r 
forment  un  triplet  steinérien^  d'où  résultera  (Théorème  I)  le  pré- 
sent lh(''oréme. 

Deux  côtés  des  premiers  triangh's  qui  correspondent  à  un  même 
côté  du  troisième  T^^  dans  les  deux  homologies  de  ces  premiers  et 
du  troisième  étant  considérés  comme  homologues,  il  faut  établir 
(Chapitre  précédent,  4)  qu^au  point  de  concours  de  deux  côtés 
non  homologues  quelconques  des  premiers  est  toujours  uni  le  côté 
sim^ultanément  non  homologue  du  troisième. 

Or,  à  trois  côtés  deux  à  deux  non  Jiomologues  de  ces  trilatères 
(tels  A:^,^,  A^^,,  dxy^iH'^zsv)  est  uni  un  même  point  diagonal  (Q^,.  >//). 

c.  Q.  F.  D. 

Nous  dirons  que  deux  quadrilatères  sont  raccordables  si,  leurs 
côtés  étant  dcMix  à  (h'iix  associés  (un  côté  de  l'un  et  un  côté  de 
l'autre)  en  paires  de  côtés  dits  correspondants.^  les  centres  des 
(piatrc  paires  de  leurs  côtés  correspondants  sont  alignés.  Leur  droite 
d  alignement  s'appellera  Vaxe  <n?<? /'àccoA^^t^me/i^  de  ces  quadrilatères. 

.Deux  triangles  correspondants  quelconques  de  ces  quadrilatères 
sont  alors  homologiques  par  cet  axe  de  raccordement,  les  centres 
des  quatre  homologies,  en  général  distincts  (si  les  quadrilatères  ne 
sont  pas  homologiques),  formant  un  quadrangle  dont  les  six  côtés 
sont  les  six  droites  de  jonction  des  six  paires  de  sommets  correspon- 
dants des  quadrilatères;  ce  quadrangle  s'appellera  le  quadrangle  de 
raccordement  des  deux  quadrilatères;  \\  est polairement circonscrit 
(Chap.  I,  J^  III,  o)  à  chacun  d'eux. 


L  HEXANGLE   PASCALIEN.  l.\A 

Inversement,  les  cmMc's  de  deux  quadrilatères  étant  l'un  à  Tiui 
associés  en  paires  de  cotés  correspondants,  si  chacune  de  deux 
paires  de  tiiaiigles  correspondants  de  ces  quadrilatères  est  formée 
de  triangles  liomologiques  (où  deux  cotés  homologues  dans  V ]}omo- 
logie  soient  deux  côtés  correspondants  des  quadrilatères),  il  en 
sera  de  même  de  chacune  des  deux  autres  paires  de  triangles^ 
ces  quatre  homologies  auront  toutes  le  même  axe  (deux  triangles 
quelconques  d'un  même  quadrilatère  ayant  toujours  deux  côtés 
communs),  et  les  deux  quadrilatères  sont  raccordables  par  cet  axe. 

Corrélativement,  deux  quadrangles  dont  les  sommets  se  corres^ 
pondent  biunivoquement  et  dont  les  quatre  paires  de  sommet  ».  cor- 
respondants ont  leurs  droites  de  support  concourantes^  sont  dits 
raccordables  ;  ce  point  de  concours  est  le  centre  de  raccordement 
des  deux  quadrangles;  deux  quelconques  de  leurs  triangles  corres- 
pondants sont  liomologiques  par  ce  centre,  les  axes  de  ces  quatre 
homologies,  en  général  distincts^  constituant  le  quadrilatère  de 
raccordement  de  ces  quadrangles,  polairement  inscrit  à  chacun 
d'eux. 

Théorème  V.  —  Les  deux  quadrilatères  de  pascales  des  hexa- 
gones de  deux  quadruplets  d^associés  conj ugalement  liomologues 
W-J:  et  W-^.  sont  raccordables. 

(On  considérera  comme  côtés  correspondants  dans  ces  quadrila- 
tères les  pascales  de  deux  hexagones  conjugués  telles  A^,^  <  t  /r^,, .) 

Les  divers  triangles  correspondants  de  ces  quadrilatères  sont,  en 
effet,  homologiques  (Théorème  IV). 

L'axe  de  raccordement  de  ces  deux  quadrilatères  h.^.  et  A;),  s'appel- 
lera raxe  de  Steiner-Pliicker  relatif  à  la  combinaison  xy  des  sys- 
tèmes de  Kirkmann  x  et  y  auxquels  appartiennent  respectivement 
les  deux  quadruplets,  ou  encore  au  trilatère  T^^.  membre  de  struc- 
ture commun  auxhexagouev  (h  (cs  deux  quadruplets,  et  sera  désigné 
par  le  symbole  y'j^j. 

TuÉoiiÈME  Vf.  —  A  Taxe  de  Steiner-Pliicker  jxy  sont  unis  les 
quatre  points  de  Steiner 

^xyzy      ^xynt       ^xyi'^      ^xyw 

Car    deux    côtés    correspondants    quelconques    des    quadrilatères 
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précédents,  soil  A^,^  et  A^!,,,  étant  les  pascales  de  denx  hexagones  con- 
jugués, leur  point  de  concours,  uni  à  l'axe  de  raccordement  j ,ry- 
n'est  autre  que  le  point  de  Steiner  Gxyu  de  leur  semi-sjstème. 

Théorème  Vil.  —  Au  point  de  Steiner  Gxyz  sont  unis  les  trois 
axes  de  Sleiner-Plûcker 

Jiyi    Jy:i    J^x' 

Ce  dernier  théorème  résulte  du  précédent. 

11  y  a  quinze  axes  j  de  Steiner-PUicker  correspondant  aux 
quinze  trilatères  T  de  Fhexangle. 

La  notation  et  les  relations  d'appartenance  des  points  et  axes  G 
ety  étant  celles  mêmes  des  éléments  d^une  configuration  Ci  (3,  6), 
les  vingt  points  G  et  les  quinze  axes  j  forment  une  configuration 
G(3,  6),  que  nous  appellerons  Vossature  ponctuelle  de  la  configu- 
ration pascalienne^  les  points  de  Steiner  et  les  axes  de  Steiner- 
Pliicker  s'appelant  alors  respectivement  les  points  et  les  axes  de 
cette  ossature  ponctuelle. 

La  configuration  G(3,  6),  déterminée  (Chap.  1,  §  IX,  3)  par  trois 
iriangles  deux  à  deux  homologiques  par  le  même  centre^  peut  être 
considérée  comme  la  projection  sur  son  plan  de  la  configuration  du 
plan  quaternaire  déterminée  par  trois  triangles  (de  plans  distincts) 
perspectif  s  par  le  même  centre  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme 
la  projection  des  droites  et  points  dHntersection  d^un  système  de 
six  plans  arbitraires  (les  trois  plans  des  triangles  en  perspective 
et  les  trois  plans  de  leur  trièdre  de  perspective). 

On  peut  aussi  renvisager  comme  la  trace^  sur  son  plan  ternaire, 
des  plans  ternaires  et  quaternaires  de  jonction  de  six  points  d\tji 
même  plan  cjuiîicjuennaire^  formant  une  véritable  configuration 
propre  de  ce  dernier  (Ghap.  1,  §  TII,  2),  telle  que  nulle  droite.de 
cette  configuration  surabondante  ne  soit  incidente  au  plan  ternaire 
de  la  configuration  G (3,  6). 

Chacun  des  six  sommets  de  la  configuration  cpiinquennaire  étant 
en  effet  représenté  par  l'un  des  six  indices  x^  y ,  z,  u^  r,  (p,  la  trace 
du  plan  ternaire  xyz  (laquelle  est  un  point)  étant  désignée  par  G.,y-. 
et  la  trace  du  plan  quaternaire  xyzu  (laquelle  est  une  droite)  étant 
désignée  par yV^v,  les  vingt  points  G  et  les  quinze  droitesy  sont  tels 
que  tout  point  G  est  uni  à  toute  droite  j  dont  les  deux  indices 
figurent  dans  la  combinaison  ternaire  attachée  à  G. 
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Sur  un  plan  qualcriiairc  portant  le  plan  ternaire  de  la  confi«^uration 
G(3,  6)  et  reposant  sur  le  plan  de  la  configuration  quinquennaire, 
la  trace  de  cette  dernière  est  (Cliap.  III,  5)  une  configaradon 
homologique  du  plan  qualernaiie  (constituée  par  deux  tétraèdres 
liomologiques,  le  centre  et  le  plan  axial  d'iiomologie,  les  éléments 
de  jonction  et  d'intersection  de  paires  d'éléments  homologues). 

La  configuration  G(3,  6)  peut  donc  être  considérée  comme  la 
trace,  sur  son  plan  ternaire,  d^ une  configuration  homologique 
qualernaire. 

3.  On  rencontrera  souvent,  dans  la  suite,  des  démonstrations  qui 
sont  établies  par  un  double  schéma  du  type  général  suivant  (dont  les 
deux  schémas  constituants  sont  analogues  au  schéma  qui  résume  la 
démonstration  du  Théorème  III)  : 


T2 


A,,     Bi,     C| 

A  2  j         B  2  5         ^2 

a,       b,        c 


«,,      61,      Cl 

~,    n,    c 


Voici  la  description  de  ce  double  schéma  : 

Sur  les  deux  moitiés  de  chacune  des  premières  lignes  sont  inscrits 
les  éléments  (sommets,  côtés)  de  chacun  des  deux  triangles  T,  et  To, 
le  sommet  X/^  et  le  coté  Xf(  de  même  rang  étant  opposés  dans  le 
triangle  T/^.  La  troisième  ligne  porte  les  droites  de  jonction  a,  b,  c 
des  sommets  homologues  (de  même  rang)  des  deux  triangles  et  les 
points  de  concours  A,  B,  G  de  leurs  côtés  homologues. 

Si  ces  derniers  sont  alignés,  les  premières  sont  concourantes, 
et  inversement. 

Pour  s'assurer  de  l'exactitude  d'un  tel  schéma,  on  vérifiera  : 
i''  que  chaque  élément  d'une  moitié  de  chacune  des  premières  lignes 
est  uni  aux  deux  éléments  de  rang  différent  de  l'autre  moitié  de 
cette  même  ligne  ;  1^  que  chaque  élément  de  la  troisième  ligne  est 
uni  aux  deux  éléments  des  lignes  précédentes  qui  lui  sont  verticale- 
ment superposés.  Cette  constatation  se  fait  toujours  au  premier  coup 
d'œil,  si  Ton  est  ])ien  familiarisé  avec  lu  notation  employée  [voir 
Chapitre  précédent,  o,  note  i),  et  que  l'on  tienne  compte  des  pro- 
priétés   qui  seront  au  fur  et  à  mesure  établies. 

Théorî^me  VIII.  —  Le  triangle  de  pascales  des  hexagones  d'un 
triplet  d'isodiagonaux,  et  V un  quelconque  des  deux  membres  de 
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structure  de  V hexagone  complémentaire  de  ce  triplet  sont  hotno- 
logiques^  Vaxe  étant  la  pascale  de  cet  hexagone  complémentaire . 

Théorème  ÏK.  —  Les  pascales  des  trois  hexagones  dUui  même 
sous-système  de  Kirkniann  sont  concourantes. 

Les   triangles   envisagés  dans  le  Théorème  VIIl   sont  /i!^J.   et  T^^ 
ou  lixz'  Les  trois  pascales  envisagées  dans  le  Théorème  IX  sont  AJ,^,, 

Les  deux  démonstrations  sont  simultanément  données  par  le  schéma 
suivant  : 


h^x"\ 

h" 
'^xyi 

^'  yz.mv.xii} 

h%y, 

('yz.wn.Xi'i 

^tyz.Hc.xw 

Q^i'W.Xll, 

^wu.xyj 

^WU.XVi 

^uv.xy 
^uv.xw 

Q.XY.ZU1 

a  H 

g  nés  sur  h 

^xy.ziv 
xy 

IfX                           UX                            UX 

concourantes. 

c .  0  .  F  .  1) . 

Le  point  de  concours  des  pascales  des  trois  hexagones  d'un  même 
sous-sjstème  de  Kirkmann  s'appellera  le  kirkmann  de  ^hexagone 
simultanément  séparé  des  trois  hexagones  du  sous-système. 

Ainsi,  le  point  de  concours  des  trois  pascales  précédentes  AJ^^,, 
Kvtn  ^^Zi>->  ^^t  ^^  kirkmann  de  l'hexagone  V^^. 

Ce  point  sera  représenté  parle  symbole  H^.. 

Le  quadrangle  de  kirkmanns  des  hexagones  d'un  quadruplet 
d^associés  W^'  et  celui  des  hexagones  d'un  quadruplet  d'isodia- 
gonaux  W^rj  seront  respectivement  désignés  par  H^  et  H^-^-;  le 
triangle  relatif  au  triplet  d' associés  W^^^^  ou  d^ isodiagonaux  W|^^, 
par  H^^,  ou  H^;. 

Le  kirkmann  et  la  pascale  de  chacun  de  deux  hexagones  séparés 
sont  respectivement  unis  à  la  pascale  et  au  kirkmann  de  l'autre. 

A  chaque  pascale^  telle  /t^^,  sont  donc  inversement  unis  trois 
kirkmanns  (H;;^^^,,  H;^,^^,  H;^^,),  qui  sont  ceux  des  trois  hexagones 
séparés  de  celui  aucjuel  appartient  la  pascale. 

11  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  (Chapitre  précédent,  7  et  8)  au  sujet 
des  relations  d'appartenance  entre  les  lo  hexagones  d'un  même  sys- 
tème de  Kirkmann  et  les  lo  sous-systèmes  de  ce  .système,  que  : 

Les  pascales  et  les  kirkmanns  des  hexagones  dUin  même  sys- 
tème de  Kirkmann  forment  une  figure  polaire.,  où  la  pascale  et 
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le    kirkmann   d^ un    même   hexagone   sont   deux   éléments   réci- 
proques. 

Les  60  pascales  et  les  (3o  kirkmanns  correspondants  se  répartissent 
donc  en  six  figures  polaires,  qui  seront  respectivement  désignées 
par  Xi^yi,  ^,,  Ui,  r<  ^v^,  la  figure  j^i,  par  exemple,  correspondant 
au  système  (x)  de  Kirkmann  ('•). 

Nous  appelons  triangle ,  quadrangle ,  quadrilatère  d'une 
figure  x^  de  Kirkmann,  un  triangle,  un  quadrangle,  un  quadrilatère, 
dont  tous  les  éléments,  sommets  et  côtés^  sont  des  éléments  de  cette 
figure. 

Les  20  triangles  d'une  telle  figure  forment  \o  paires  de  triangles 
réciproques^  deux  triangles  d'une  même  paire  de  réciproques  étant 
homologiques  relativement  à  un  point  et  à  une  droite  réciproques 
de  la  figure,  kirkmann  et  pascale  d'un  même  hexagone,  commun 
complémentaire  des  deux  triplets  réciproques  (Chapitre  précé- 
dent, 10)  dont  chacun  a  pour  pascales  les  cotés  de  ^  un  des  triangles^ 
et  pour  kirkmanjis  les  sommets  de  P autre. 

Un  même  triangle  de  cette  figure  peut  être  considéré  soit  comme 
le  triangle  de  pascales  des  hexagones  d^in  triplet  d^associés,  soit 
comme  le  triangle  de  kirkmanns  des  hexagones  d'un  second  triplet 
d'associés,  réciproque  du  premier.  Autrement  dit,  les  triangles  A^^., 
et  H^(y)  coïncident. 

Les  quadrangies  et  quadrilatères  de  la  figure  sont  les  quadrangles 
de  kirkmanns  et  les  quadrilatères  de  pascales  des  hexagones  de  qua- 
druplets  d'associés;  il  j  a  cinq  quadrangles  et  cinq  quadrilatères  cor- 
respondants aux  cinq  quadruplets  du  système.  Le  quadrangle  et  le 
quadrilatère  d^un  même  quadruplet  sont  réciproques  dans  la  figure, 
et  le  quadrangle  de  kirkmanns  des  hexagones  d'un  quadruplet 
d'associés  est  polairement  circonscrit  au  quadrilatère  de  pascales 
de  ces  mêmes  hexagones. 

i.  Théorème  X.  —  Les  trois  kirkmanns  des  trois  hexagones 
d^ un  même  semi-système  de  Steiner  sont  alignés. 

On  considérera  les  deux  triangles  de  pascales  AJ^J,  et  h[p^  des  deux 
triplets  associati^>ement  homologues  d' isodiagonaux  ^^^\.  et  W^^.' ; 
ces  deux  triangles  sont  homologiques  ("^).  comme  l'indique  le  schéma 
suivant,  par  le  kirkmann  de  l'hexagone  V"J^_  correspondant  de  la 
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paire  de  triplets  : 

h^^y 

Ky, 

"'xy-) 

h%y 

h^I-1 

à'Jc:, 

/i!;-., 

h^£. 

H" 

H-.. 

\;.*\)-.fH'>       ^xy.wu,       Q_xy.in' 
V.r:;.t'iv?       V.iT.n'»»       ^xz.iii' 

/(X  IX  1  X 

sont  alignés^  puisque  sont  concourantes  en  H^.. 

L'i  droite  d'alignement  de  ces  trois  kirkmanns,  (jui  sont  ceux  des 
trois  hexagones  du  même  semi-système  de  Steiner  S„,.n,,  s'appellera 
droite  de  Cayley-Salmon  de  ce  semi-système  (ou  de  l'un  quel- 
conque des  ses  trois  hexagones);  elle  sera  représentée  par  le  sym- 
bole gia'W  (  *  )  • 

Théoriime  XI.  —  La  droite  de  Cayley-Saiinon  d\in  semi-système 
steinérien  est  unie  au  point  de  Steiner  du  semi-système  opposé. 

On  considérera  les  deux  triangles  de  pascales  des  deux  triplets 
d' isodiagonaux  Wi^"'^  et  Wl^'  irrégulièrement  homologues  (fin  du 
Chapitre  précédent)  : 


hyz 


h^  h"  h^ 


h'J. 


/l^ 


Tt  H"         H'' 

sont  alignés,  puisque 


^ui'.yzf 

^Ili'.ZXi 


^i'x.yz, 

^i'V.ZXi 


Q.xu.yz 
Qya.zx 


lluvi      a-xy.zi'.wu^       ('xy.zn.vw 

sont  concourantes  en  ^nv.zw 


]^a  droite  de  jonction  des  points  H"^,,  et  HJ,,,, ,  qui  est  la  droite  de 
Cayley-Salmon  gm'w,  est  donc  unie  à  (jxyz  (')•  c.  q.  f.  d. 

On  peut  remarquer  que  cette  démonstration  entraîne  le  théorème 
précédent,  dont  nous  avons  d'ailleurs  donné  la  démonstration  directe, 
parce  qu'elle  nous  fournira  un  procédé  général  sur  lequel  on  reviendra 
ultérieurement  (Ghap.  XIV,  2). 


TuÉORivME   XII. 


Les  deux  triangles  de  kirkmanns  des  hexa- 


gones de  deux  triplets  d'associés  conjugalement  liomologues  sont 
Jiomologiques,  Vaxe  étant  la  pascale  de  V hexagone  correspon- 
dant de  la  paire  de  triplets. 


O  J'X^  1 


TuÉORiîME  XIII.  — -  f^es  quatre  droites  de  Cayley-Salmon 
gxru,  gxyv,  gxywt  sont  Concourantes. 

Les  triangles  envisagés  dans  le  Théorème  XII  sont  H:^^.^  et  H^,-); 
et  pour  établir  le  Théorème  XIII,  il  suffit  de  montrer  que  trois  quel- 
conques des  quatre  droites  g  mentionnées  sont  concourantes. 
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\j^s    deux    démonstrations    sont    simultanément    données    par   le 
schéma  suivant  : 


Jjr  IJr  ijx 

TI.>  II V  TJ.V 

"^join         ^^'xifi       **^a' 


,s  .r  >i'7      ,s  .r_>-(»' 


A^V,  A 


/^L>  f<z..  h^.. 

Q^xy.zu"       Vr>-.ci'5       \^.ry.-»' 


so/it  concoaiyintes,  puisque  sont  ali:^/iés  sur  h^y. 

Théorème  XIV.  —  Les  deux  quadraiigles  de  kirkmanns  des 
hexagones  de  deux  quadruvlets  d^associés  conj  a  gaiement  homo- 
logues sont  raccordables. 

Car,  d'après  le  Théorème  XII,  deux  triangles  homologues  quel- 
conques de  ces  quadrangles  sont  homologiques. 

Les  quatre  liomologies  des  quatre  paires  de  triangles  homologues 
de  ces  quadrangles  sont  donc  toutes  de  même  centre  (2);  les  quatre 
droites  de  jonction  des  quatre  paires  de  sommets  homologues,  qui 
sont  les  quatre  droites  g  du  Théorème  XIII^  concourent  en  ce 
centre  de  raccordement,  qui  sera  dénommé  centre  de  Sàlmon^ 
relatif  à  la  paire  de  quadruplets  envisagés,  ou  an  trilatère  de  struc- 
ture commun  aux  hexagones  de  ces  quadruplets. 

Le  centre  de  Salmon  relatif  à  la  paire  de  quadruplets  W'J:  et  WJ, 
ou  au  trilatère  Tj-y-,  sera  représenté  par  le  symbole  J^^. 

(Le  cjuadiilatère  de  raccordement  des  quadrangles  de  kirkmanns 
de  ces  deux  quadruplets,  qui  a  pour  cotés  les  axes  des  quatre  liomo- 
logies de  leurs  quatre  paires  de  triangles  homologues,  est  le  quadri- 
latère de  pascales  des  hexagones  du  quadruplet  d'' isodiago- 
naux A^a) ,  homologue  conjugal  simultané  des  deux  quadruplets 
d'associés  Wt'  et  WL 

Ce  quadrilatère  de  pascales,  qui  a  pour  sommets  les  points 
principaux  de  ses  pascales,  est  polairement  inscrit  à  chacun  des 
quadrangles  de  kirkmanns  H^.  et  H]j  des  deux  quadruplets  d'associés, 
ainsi  d'ailleurs  qu'au  quadrangle  H^^.  des  kirkmanns  de  son 
propre  quadruplet^  comme  on  le  verra  au  n*'  3  du  Chapitre  suivant.) 

Théorème  XV.  —  La  droite  de  Cayley-Salmon  gxvz  (^st  unie 
aux  trois  centres  de  Salmon  J^^,  J^-,  J-.^  ;  et  le  centre  de  Salmon  ixy 
est    uni    aux   quatre   droites   de    Cayley-Salmon    :   gxrz-,   garm 
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Cette  proposition  est  un  simple  corollaire  des  théorèmes  précédents. 

Il  en  résulte  aussitôt  que  les  20  droites  ^- et  les  i5  centres  J  forment 
une  configuration  ^(3,  6),  d'espèce  corrélative  de.  celle  des  points 
de  Steiner,  et  que  nous  appellerons  V ossature  réglée  de  la  configu- 
ration pascalienne^  les  droites  de  Gajley-Salmon  étant  les  droites^ 
et  les  centres  de  Salmon  les  centres  de  cette  ossature. 

Une  telle  configuration,  déterminée  par  trois  triangles  deux  à 
deux  liomologiques/?a/*  le  même  axe^  peut  être  envisagée  comme  la 
trace  sur  son  plan  des  droites  et  plans  ternaires  de  jonction  de  six 
points  d'un  même  plan  quaternaire  (uni  au  plan  de  la  configuration).. 
(Les  droites  unies  à  trois  de  ces  points  x^y^  s,  sauf  les  côtés  du 
triangle  JOyz^  sont  en  effet  les  projetantes  d'un  même  triangle  uviv^ 
el  leurs  traces  sont  trois  triangles  deux  à  deux  homologiques par 
le  même  axe^  trace  du  plan  uvw^  les  côtés  du  triangle  xyz  ayant 
pour  traces  les  trois  centres  d'homologie,  alignés  sur  la  trace  du 
plan  xyz.) 

La  configuration  ^(3,  6)  peut  être  aussi  considérée  comme  la 
trace  des  plans  ternaires  et  quaternaires  de  jonction  des  sept 
sommets  d'un  heptqngle  du  plan  quinquennaire^  unis  à  un  même 
sommet  de  cet  heptangle  (et  nulle  arête  binaire  de  l'heptangle 
n'étant  incidente  au  plan  de  la  configuration). 

Car  sur  un  plan  quaternaire  à  la  fois  uni  au  plan  quinquennaire  de 
l'heptangle  et  au  plan  ternaire  de  la  ^(3,  6),  les  traces  des  plans 
ternaires  et  quaternaires  de  l^ heptangle  unis  à  un  même  de  ses 
sommets  sont  évidemment  les  droites  et  plans  ternaires  de  jonction 
de  six  points,  projections  des  six  autres  sommets  de  l^Iieptangle 
par  le  sommet  envisagé. 

o.  \1  ossature  totale  de  la  configuration  pascalienne  comprend 
donc  les  deux  ossatures  ponctuelle  et  réglée  précédentes,  d'espèces 
corrélatives,  et  reliées  par  leurs  points  et  droites  de  semi-systèmes 
opposés,  G^vr:  et  ^'/^rw^  étant,  ainsi  qu'on  Fa  vu  (Théorème  XII),  unis. 

Celle  ossature  totale,  dont  nulle  des  deux  composantes  n'est  dua- 
lisliquement  symétrique,  est  dualistiquement  symétrique. 

Posons  en  effet 

et,  t  étant  un  septièriie  indice  distinct  de  x^y^  z,  u,  p,  (v,  posons 


l'hexangle  pascalien.  i5i 

Les  relations  earactéristiques  de  la  conliguration,  savoir  : 
Gxyz,     Gxyu,     Go,,,     G.,.j»,,     alï,:,' nés  sur  j.ry] 

J.ryi       *'y~i      J'.rj       ^ii^W)      dll^fies  SUT  f(xyzi 
gxyz,      gxyn,      ^ar.vr,      é^rv.v,      C0/iC0Mm/l^e5  Cil  J.i ,  ; 

./•O'    y V-'     J--^^     guvw>     concourantes  en  G^yr., 
deviennent  alors  : 

GUtv,     G;„,-,     G(^,-„,     Gi„(,,     a/f>/?e5  sur  ^ia-^; 

G'forj)     Gij-,     Gi-^,     G;^^^,     r^/t>/îe'*  sur  ^'•'„^,^,; 
^/anv,     é"U';>     g'wzn^     g'znvi     concourantes  en  G'^^^.; 
g'txy,     S'tyz,     S'tzx^     g'xyz^     concourantes  en  G',, 


'«t'iV  J 


relations  qui  se  traduisent  ainsi  : 

((  La  configuration  cVossature  totale  comprend  35  points  et 
35  droites^  qui  peuvent  être  affectés  (chaque  point  et  chaque 
droite)  d\uie  combinaison  ternaire  de  sept  indices  distincts  :  t, 
x^  y,  3,  u^  v^  (V,  de  telle  sorte  que  deux  éléments  d'espèces  diffé- 
rentes (point  et  droite),  affectés  de  deux  combinaisons  ternaires 
qui  n'aient  nul  indice  commun  soient  toujours  unis;  chaque  élé- 
ment est  donc  uni  aux  quatre  éléments  d^espèce  corrélative  qui 
sont  respectivement  affectés  des  quatre  combinaisons  ternaires 
des  quatre  indices  étrangers  à  la  combinaison  ternaire  de  Vêle- 
ment considéré.  » 

Des  modes  de  génération  précédemment  donnés  pour  la  G(3,  6) 
€t  la  i?(3,  6)  à  partir  d'une  configuration  quinquennaire,  il  résulte 
que  : 

«  La  configuration  d^ ossature  totale  est  la  trace  sur  son  plan 
des  plans  ternaires  et  quaternaires  de  jonction  des  sept  sommets 
d\in  heptangle  quinquennaire  »  (dont  nulle  arête  binaire  n'est 
incidente  au  plan  de  la  configuration). 

Elle  se  décompose  de  sept  façons  distinctes  en  deux  configurations 
€omplém,entaires^  une  G(3,  6)  et  une  ^(3,  6),  la  première  étant  la 
trace  d'un  hexangle  de  l'heptangle  quinquennaire,  et  la  deuxième 
la  trace  des  éléments  ternaires  et  quaternaires  de-  l'heptangle  unis 
an  sommet  complémentaire  de  l'hexangie  précédent. 

Cette  décomposition  se  lit  aussi  sur  la  dernière  notation  donnée; 
la  décomposition  en  les  deux  constituantes  primitives  se  fait  sur  le 
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septième  indice  inlroduit  f,  il  y  a  six  autres  décompositions  se  faisant 
sur  chacun  des  six  autres  indices  x^  y,  ^,  ?/,  ç,  w,  et  que  Ton  peut 
rattacher  à  chacun  des  six  systèmes  de  Kirkmann  (^). 

Si  l'on  ne  veut  pas  faire  intervenir  le  plan  quinquennaire.  on  peut 
considérer  la  configuration  d'ossature  totale  comme  fa  trace  de 
la  configuration  quaternaire  qui  est  elle-même  la  trace  de 
V lieptangle  cjiiinqiiennaire  :  configuration  déterminée  par  trois 
tétraèdres  (projection  d'un  même  tétraèdre  de  l'heptangle  par 
chacun  des  trois  sommets  du  triangle  complémentaire)  deux  à  deux 
homologiques  par  le  même  plan  axial  (ir ace  du  plan  quaternaire 
du  tétraèdre  précédent),  les  trois  centres  (P komologie  (traces  des 
côtés  du  triangle  complémentaire)  étant  alignés  (sur  la  trace  du 
plan  ternaire  de  ce  triangle). 

Toute  figure  homologique  de  cette  configuration  ciuaternaire 
(deux  de  ses  tétraèdres,  leur  centre  et  plan  axial,  etc.)  détermine  une 
G  (3,  6),  la  ^(3,  6)  complémentaire  étant  alors  déterminée  par 
Vhexangle  quaternaire  qui  a  pour  sommets  ceux  du  troisième 
tétraèdre  (simultanément  homologique  aux  deux  premiers)  et  ses 
deux  centres  respectifs  d'homologie  avec  les  deux  premiers. 

6.  Nous  avons  vu  qu'à  chaque  trilatère  T^j  de  l'hexangle  pascalien 
correspondent  univoquement  un  axe  de  Steiner-Plûcker  j xy  et  un 
centre  de  Salmon  J.rv. 

Désignant  respectivement  par  (T,  y)^^  et  (T,  J).ri  le  quadrilatère 
et  le  quadrangle  qui  résultent  de  l'association  du  trilatère  ^xy  ^^  '^^ 
Taxe  de  Steiner-Plûcker  ou  du  centre  de  Salmon  correspondants, 
les  sommets  du  quadrilatère  (T,y)^.^.  sont,  d'une  part,  trois  points 
diagonaux  de  l'hexangle,  sommets  du  trilatère  T^y,  et,  d'autre  part, 
trois  nouveaux  points  (alignés  sur  l'axe  de  Steiner-Plûcker  y'^-^), 
que  nous  appellerons  points  de  Bally  (si  toutefois  ces  éléments 
n'ont  pas  encore  été  jusqu'ici  mentionnés). 

De  même,  les  côtés  du  quadrangle  (T,  J)yj  sont,  d'une  part,  trois 
côtés  de  l'hexangle,  côtés  du  trilatère  T^^j,  et,  d'autre  part,  trois 
droites,  unies  au  centre  de  Salmon  J^j,  et  que  nous  appellerons 
droites  de  Bally, 

Nous  désignerons  par  l'expression  Bzn.i'w  le  point  de  Bally  qui  est 
le  point  de  concours  de  l'axe  de  Steiner-Plûcker  yVj  et  du  côté 
dxy.zu.s"A'  du   trilatère  T.ry  ;  la  droite  de  Bally.  (pii   unit  le  centre  de 
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Salmon  J^j  au  sommet  Qr/zc^v  du  trilalère  Tjr>,  sera  désignée  par 
l'expression  bzn.vw 

Les  points  de  Ballj  sont  trois  j)ar  trois  unis  à  chaque  axe 
de  Steiner-Plûcker  (traces,  sur  cet  axe,  des  côtés  du  trilatère 
correspondant),  et  trois  par  trois  unis  à  cliaque  côté  de  l'iiexangle 
(traces,  sur  ce  côté,  des  trois  axes  de  Sleiner-Pliicker  correspon- 
dant aux  trois  trilatères  qui  admettent  ce  côté);  ils  sont  au  nombre 
de  45. 

Les  droites  de  Ballv,  au  nombre  de  45,  sont  trois  par  trois  unies  à 
chaque  centre  de  Salmon,  et  une  par  une  à  chaque  point  diagonal^ 
sommet  d'un  unique  trilatère  de  l'hexangle. 

Les  points  de  Bally  sont  en  outre  trois  par  trois  alignés  sur  d'autres 
droites,  au  nombre  de  60,  qui  correspondent  biunivoquement  aux 
60  hexagones  de  l'hexangle,  et  que  nous  appellerons  les  fausses 
pascales  de  ces  hexagones.  De  même  que  la  pascale,  la  fausse  pascale 
d'un  hexagone  sera  unie  au  point  de  Steiner  du  semi-système  steiné- 
rien  de  cet  hexagone. 

Les  droites  de  Ballj  seront  trois  par  trois  unies  à  d'autres  points, 
au  nombre  de  60,  qui  seront  les  faux  klrkmanns  des  60  hexagones 
de  l'hexangle,  et  chaque  faux  kirkmann  sera  uni  à  la  droite  de 
Gaylej-Salmon  du  semi-système  steinérien  de  l'hexagone  corres- 
|)ondant. 

La  fausse  pascale  et  le  faux,  kirkmann  de  l'hexagone  V"J:_  seront 
respectivement  désignés  par  les  expressions  A^^.  et  K"J:.. 

Les  propriétés  énoncées  sont  établies  par  les  quatre  schémas  sui- 
vants : 


^ZU.VWl         V'<f.^tV'j  ^{'Z.tlW 


h'y.. 


/ll)'- 


concourcnites  en  Hj^'  . 


f'.ty.zu.vwi      ^'.ry.ui'.zwi       ^xy.vz.iiw 
ytt'f»  Jwzi  Jwu 


alignés  (sur  /t"'j). 


xy.vi 


^.rz.yw)      ^xv.ywi      ^zv.nw 
^ysvzi  ^ywvi  ^i>\vz 

h^  11'''  /i^^' 

concourantes  en  Qj,v.zt^- 


f'.ry.3«.t'n'»       '''xy.ui'.zwi  ''■yw 

Jvwi  Jzwi  JyiV 

^*xy.ziti  ^*xy.ni'i  ^\vxy 

alignés. 


Donc,  la  fausse  pascale  k^^,  droite  de  jonction  des  points  de  Ballj 
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B.rj  ~„  et  Bry^in'y  ^^t  unie  au  point  de  Steiner  G^^j-r* 


/j"         II- 

"xyj         "xYi 


4"^ 


h" 


^.ryt'j       ^.r)rî       ^xyii 

alignés  sur  j\ry. 

hx  hx  un 

"^uv^  "'Zit)         ".rv 


^'.t«i'>       ^xuzi      ^xuy 

alignés  sur  j'^u. 


^x}.zuj       Vo."*'î       ^xy.i'z 
•^wi'^  Jtvr.j  Ju'H 

f^xy.ZH^       ^xy.H\'i       f^xy.vz 

concourantes  (en  K^^). 

X.r}-.^?*)       \lxy.in'i       ^yw 
"^iVi")  "^  wzi       JiV'.r 

^xy.ziit        ^xy.iiv^      S  ^\'-xy 

concourantes. 


Donc,  le  faux  kirkmann  KJJ'^.,  intersection  des  droites  de  Bally 
bxy.zn  et  ba^y  uvi  Gst  uni  à  la  droite  de  Cajlej-Salmon  gwxy 

(On  peut  observer  que  les  conclusions  des  schémas  2*^  et  4" 
entraînent  respectivement  celles  des  schémas  1°  et  3".) 

De  même  qu'à  chaque  point  diagonal  sont  unies  quatre  pascales, 
à  chaque  point  de  Bally  V>xr.zu  sont  unies  les  quatre  fausses  pas- 
cales /^^.,  k^^.^  A-^,^,  A"!^,'^,  et  à  chaque  droite  de  Bally  bxr.zn  *'Ont  unis 
les  quatre  faux  kirkmanns  K^^,.K'^Yî  ï^zm?  ï^?«- 

Mais  les  faux  kirkmanns  et  fausses  pascales  ne  sont  pas  unis  les 
uns  aux  autres^  comme  le  sont  les  kirkmanns  et  les  pascales  ;  les  trois 
fausses  pascales  des  trois  hexagones  d'un  même  sous-sjstème  de 
Kirkmann  ne  sont  d'ailleurs  pas  concourantes,  pas  plus  que  ne  sont 
alignés  les  faux  kirkmanns  de  trois  tels  hexagones. 


Observation.  —  Relevons  ici  une  assertion  erronée  de  V Encyclo- 
pédie des  Sciences  mathématiques  (III,  17,  Coniques,  n*^  41,  p.  98), 
assertion  qui  revient  à  dire  que  si  un  hexagone  est  à  la  fois  pasca- 
lien  et  brianchonien  (hexagone  dont  les  deux  trilatères  de  côtés 
alternés,  ainsi  que  les  deux  triangles  de  sommets  alternés,  sont  homo- 
logiques),  les  trois  opposés  de  cet  hexagone,  mais  non  ses  deux  con- 
jugués, yo^/^A-e/i^  de  la  même  propriété. 

S'il  en  était  ainsi,  non  seulement  les  trois  diagonales  principales 
du  premier  seraient  concoiirantes,   mais   encore   deux  quelconques, 
de  ses  côtés  opposés,  cl  la  diagonale  principale  o/?/?05ee  à  cette  paire 
seraient  concourants  (car  ces  trois  droites  sont  les  diagonales  prin- 
cipales d'un  hexagone  opposé  au  premier). 
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Les  hexagones  à  la  fois  pascaliciis  et  brianclioniens  ne  jouissent 
pas  en  général  de  celle  propriété;  seuls  la  possèdent  les  hexagones 
particaUers  qui  ^onl projectivement  identiques  à  l'hexagone  régu- 
lier de  la  Géométrie  élémentaire. 

Tel  est  l'hexagone  initial  de  notre  Tableau.  On  voit  immédiate- 
ment que  les  trois  opposés  d'un  tel  hexagone  sont  non  seulement  des 
hexagones  de  Brianchon^  mais  des  hexagones  corrélatifs  de 
Pappus^  leurs  triples  de  cotés  alternés  étant  concourants. 


CflAPITRE  XrV. 

ÉLÉMENTS  SUPÉRIEURS  DE  LA  CONFIGURATION. 


1.  Énumération  des  divers  ensembles  d'clémenls  de  la  configuration.  —  2.  Procédés 
de  construction  des  textures  successives.  —  3.  Eléments  latéraux.  —  4.  Série  de 
théorèmes  généralisables. — 5.  Observations  concernant  les  opérations  et  notations 
adoptées;  coïncidence  de  l'ossature  des  deux  textures  de  second  rang  absolu  avec 
l'ossature  propre  aux  pascales.  —  6.  Coïncidence  des  diverses  ossatures,  et  union 
aux  points  et  droites  de  Bally  des  éléments  latéraux  et  des  éléments  de  Depaz.  — 
7.  Union  aux  pascales  des  points  de  Depaz  de  premier  rang,  et  raltacliement  à  la 
configuration  pascaliennc  des  éléments  jas([u'ici  obtenus.  —  S.  Axes  et  centres 
irréguliers.  —  9.  Points  singuliers  de  Depaz  —  10.  Axes  et  centres  de  mixte  con- 
jugaison. —  11.  Eléments  transversaux.  —  12.  Textures  spéciales  fondamentales  et 
ensembles  qui  s'en  déduisent.  —  13.  Singularités  des  prepfiières  textures  spéciale». 
—  14.  Ensembles  déduits  des  droites  de  Bally.  —  15.  Observations  finales. 

1.  Nous  envisagerons  la  configuration  pascalienne  comme  :  «  Un 
ensemble  cVéléments  (points  et  àvo\\(^s)  comprenant  les  /\^  points 
diagonaux  dC un  hexangle  pascalien^  et  construit^  à  partir  de  ces 
4o  points  diagonnu.r^  par  adjonctions  successives  d'éléments,  de 
telle  sorte  Cjue  tout  élément  adjoint  à  V ensemble  soit  un  élément 
de  jonction  ou  d^  intersection  de  trois  éléments  appartenant  déjà 
à  V ensemble  ('points  diagonaux,  ou  éléments  provenant  d'adjonc- 
tions précédentes),  et  que  tout  élément  de  jonction  ou  d'intersec- 
tion de  trois  éléments  de  V ensemble  appartienne  aussi  à  V en- 
semble.  » 

Cette  configuration  comprend  donc,  à  ])remière  vue,  outre  les  45 
points  diagonaux  :  les  côtés  et  sommets  de  Fliexangle,  les  pascales  et 
les  kirkmanns,  les  divers  éléments  d(^  l'ossature  totale. 

Nous  verrons  qu'elle  comprend  également  les  points  et  droites  de 
Ballj,  donc  aussi  les  fausses  pascales  et  les  faux  kirkmanns. 

Elle  contiendra  en  outre  : 

i"  Divers  ensembles  ponctuels  ou  réglés  (pic  nous  appellerons  les 
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textures  de  la  confîgiiralion.  Ces  ensembles  seront  formés  eliaciin  de 
()0  éléments  (points  ou  droites)  correspondant  biunivoquement  aux 
Go  hexagones  de  Tliexangle,  offrant  une  remarquable  analogie  avec  les 
pascales  et  les  kirkmanns,  et  comme  eax^  trois  à  trois  luiis  aux  élé- 
m^enls  de  l'ossature. 

2**  Divers  ensembles  ponctuels  ou  réglés  que  nous  appellerons 
«  ensembles  d'éléments  latéraux-  ».  Ces  ensembles  seront  formés 
chacun  de  90  éléments  correspondant  biunivoquement  aux  go  dou- 
blets d' isodiagonaux  et  offrant  une  remarquable  analogie  avec  les 
points  diagonaux]  car,  tout  comme  le  sont  ces  derniers  pour  les 
pascales^  ce  seront  les  éléments  de  jonction  où  (rintersecùon  de 
paires  d^ éléments  d' une  même  texture  relatifs  à  deux  hexagones 
iso dia  o- on  aux. 

Qualifiant  à'' inverses  l'un  de  l'autre  deux  éléments  latéraux  d^un 
même  ensemble  relatifs  à  deux  doublets  dits  inverses  d'isodiagonaux 
(qui  se  déduisent  chacun  de  l'autre,  tels  A\  f^J  cl  WJ",  par  pernuila- 
tion  simultanée  des  indices  supérieurs  avec  les  inférieurs),  les  élé- 
ments latéraux  de  chaque  ensemble  (ponctuel  ou  réglé)  ont  la  remaj- 
(juable  propriété  d'être  un'i^ par  paires  d'éléments  inverses  soit  aux 
droites,  soii  aux  points  de  Bally.  Les  latérales  du  premier  ensemble 
offriront  en  outre  la  particularité  d'être  unies  par  paires  (de  non 
inverses)  aux  points  diagonaux. 

3**  Divers  ensembles  ponctuels  ou  réglés  comprenant  chacun 
180  éléments  que  nous  dénommons  éléments  (points  ou  droites)  de 
Depaz  (  '  ) . 

Les  éléments  de  Depaz  sont  les  éléments  d  intersection  ou  de 
jonction  de  deux  éléments  latéraux  d^in  même  ensemble  relatifs 
à  deux  doublets  contigus  d' isodiagonaux  (doublets  qui  se  déduisent 
chacun  de  l'autre,  ainsi  qu'il  a  été  dit  au  Chapitre  XII,  n°  10,  par  pei- 
mutation  d  un  seul  indice  supérieur  avec  un  seul  indice  inférieur, 
tels  W^el  Wj;").    ■ 

Les  i(So  éléments  de  Depaz  de  chaque  ensemble  seront  unis  quatre 
par  quatre  soit  aux  45  j^oints,  soit  aux  45  droites  de  Bally. 

Les  points  de  Depaz  du  premier  ensemble  offriront  en  outre  la 
remarquable  particularité  dêtre  trois  par  trois  unis  aux  pascales. 

4"  Divers  ensembles  ponctuels  ou  réglés,   comprenant  chacun  180 

(')  Hommage  à  M.  Victor  Depaz. 
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éléments  (points  ou  droites)  que  nous  dénommons  centres  ou  axes 
irréguliers^  cliaque  élément  étant  nn  élément  principal  d'homoloo^ie 
(centre  on  axe)  de  deux  triangles  d'éléments  cV une  même  texture 
(i'^)  relatifs  aux  hexagones  de  deux  trlplets  disodlagonaux  irré- 
gulièrement homologues  (Gliap.  XII,  n"  10). 

Chacun  des  i8o  éléments  irréguliers  d'un  même  ensemble  sera 
uni  :  à  l'un  des  60  éléments  d'une  même  texture,  commun  à  trois  de 
ces  éléments  irréguliers;  à  l'un  des  90  éléments  latéraux  d'un  même 
ensemble,  commun  à  deux  de  ces  éléments  irréguliers;  à  deux  des 
180  éléments  ordinaires  de  Depaz  (3°)  d'un  même  ensemble,  chacun 
de  ces  deux  éléments  de  Depaz  étant  commun  à  deux  éléments  irré- 
guliers; à  deux  des  180  éléments  singuliers  (5")  de  Depaz  d'un  même 
ensemble,  chacun  commun  à  deux  éléments  irréguliers;  à  deux  des 
120  éléments  de  mixte  conjugaison  d'un  même  ensemble  (6"), 
chacun  commun  à  trois  éléments  irréguliers  ;  à  un  élément  trans- 
versal (7**);  à  l'un  des  60  éléments  d'une  même  texture  spéciale 
Jondamentale  (8"),  chacun  commun  à  trois  éléments  irréguliers. 

5**  Divers  ensembles  ponctuels  ou  réglés  comprenant  chacun  1 80 
éléments  que  nous  dénommons  éléments  singuliers  de  Depaz^  et 
qui,  comme  les  éléments  ordinaires  de  même  nom,  sont  communs  à 
deux  éléments  irréguliers  d'un  même  ensemble  et  sont  unis,  par  qua- 
druplets  d'un  même  ensemble,  aux  éléments  de  Bally. 

6*  Divers  ensembles  ponctuels  ou  réglés  comprenant  chacun 
120  éléments  (points  ou  droites),  que  nous  dénommons  centres  ou 
axes  de  mixte  conjugaison^  chaque  élément  étant  un  élément  prin- 
cipal d'homologie  (centre  ou  axe)  de  deux  triangles  d'éléments  fl?'«/ie 
même  texture  relatifs  aux  hexagones  de  deux  triplets  conjugalement 
homologues  et  formés  Vun  d' isodiagonaux ^  Vautre  d'associés. 

Les  éléments  de  mixte  conjugaison  d'un  même  ensemble  sont, 
comme  on  l'a  dit,  unis  par  paires  aux  éléments  irréguliers  d'un 
même  ensemble,  lesquels  sont  inversement  unis  par  triplets  aux  pre- 
miers. 

Ces  éléments  de  mixte  conjugaison  d'un  même  ensemble  seront 
aussi  unis  six  par  six  aux  éléments  de  l'ossature  ponctuelle  ou  réglée 
(suivant  que  Fensemble  envisagé  est  réglé  ou  ponctuel). 

'j^  Divers  ensembles  ponctuels  ou  réglés  comprenant  chacun 
180  éléments  que  nous  dénommons  éléments  transversaux  (points 
ou  droites)  de  la  configuration.  Chaque  élément  transversal  est  uni  à 
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un  élément  de  texture,  à  un  élément  irrégulier  et  à  deux  éléments  de 
mixte  conjugaison. 

8'  Divers  ensembles  ponctuels  ou  réglés,  déduits  chacun  d'un  en- 
semble d'éléments  irréguliers,  et  comprenant  chacun  60  éléments  cor- 
respondant biiinivoquemenl  aux  (3o  hexagones  de  Fhexangie;  ces 
ensembles  s'appelleront  les  textures  spéciales  fondamentales  de  la 
configuration.  Les  60  éléments  de  chaque  texture  spéciale  fondamen- 
tale seront  trois  par  trois  unis  aux  20  éléments  d'ossature  de  Steiner 
ou  de  Gajlej-Salmon. 

9°  De  même  que  la  texture  fondamentale  des  pascales,  chaque  tex- 
ture spéciale  fondamentale  engendrera  de  /^OMPeawJ?  ensembles  ana- 
logues aux  précédents;  les  nouveaux  ensembles  d'éléments  irrégu- 
liers déduits  de  cette  texture  spéciale  fondamentale  engendreront  de 
nouvelles  textures  spéciales  fondamentales,  desquelles  on  déduira  de 
nouveaux  ensembles  analogues  aux  précédents,  etc. 

10^  De  l'ensemble  des  45  droites  de  Bally,  nous  déduirons  un  en- 
semble de  60  points,  jouissant  de  propriétés  corrélatives  de  celles  de  la 
texture  des  pascales;  ce  sera  la  texture  corrélative  fondamentale  de  la 
configuration.  De  même  que  la  texture  fondamentale  des  pascales, 
cette  texture  corrélative  engendrera  toute  une  série  d'ensembles  ana- 
logues aux  précédents. 

2.  V ensemble  des  60  pascales  de  l'hexangle  pascalien  s'appellera 
la  texture  fondamentale^  ou  texture  de  rang  fondamental^  de  la 
configuration  pascalienne. 

Le  rang  de  cette  texture  sera  représenté  par  le  symbole  o  (zéro) 
placé  en  indice  inférieur  et  à  gauche  de  la  lettre  /i,  laquelle  sera  le 
symbole  spécifique  d' une  droite  de  texture.  La  pascale  de  l'hexa- 
gone V"^_  sera  donc  désormais  désignée  par  l'expression  0^^%- 

V ensemble  des  60  kirkmanns  sera  la  texture  de  premier  rang 
supérieur  de  la  configuration.  Son  rang  sera  représenté  par  le  sjm- 
bole-unité  i,  placé  en  indice  inférieur  et  à  gauche  de  la  lettre  H, 
qui  sera  le  symbole  spécifique  d  un  point  de  texture.  Le  kirkmann 
de  l'hexagone  V"^._  sera  donc  désigné  par  l'expression  |H'^„.. 

La  texture  Ji  des  pascales  peut  s'obtenir  à  partir  de  la  texture  «H 
des  kirkmanns,  si  l'on  considère  chaque  pascale  (Ghap.  XIII, 
4,  théorème  XII),  telle  qA^^,  comme  Vaxe  d^homologie  des  triangles 
de  kirkmanns  iHI^^^  et  |H^.(^.   des  deux  triplets  d'associés  conjuga- 
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lement  Jiomologaes  \\  !(^^  et  W^^^,  (triangles  liomologiques  par  le 
centre  de  Salmon  J,;,  les  droites  de  jonction  de  leurs  sommets  liomo- 
logiies  étant  trois  droites  de  Cajlej-Salmon  unies  à  ce  centre). 

Désignons  par  (P)  ce  procédé  qui,  opérant  sur  la  texture  des  kir- 
kmanns,  conduit  à  la  texture  des  pascales. 

La  texture  des  kirkmanns  s'obtient  inversement  à  partir  de  celle 
des  pascales,  en  considérant  chaque  kirkmann  (Gliap.  XIII,  4,  théo- 
rème X),  tel  iH^_,  comme  le  centre  cfhomologie  des  triangles  de 
pascales  qJi^^].  et  qK'-I^I  des  deux  triplets  d^ Isodiagonaux  associative- 
ment  homologues  WJ^^^.  et  WJ^^^  (triangles  homologiques  par  la 
droite  de  Gajlej-Salmon  guvw,  les  points  de  concours  de  leurs  côtés 
homologues  étant  les  trois  kirkmanns  unis  à  cette  droite). 

Désignons  par  (P)  ce  procédé  qui,  opérant  sur  la  texture  des  pas- 
cales, conduit  à  celle  des  kirkmanns. 

Dans  le  couple  de  textures  des  pascales  et  des  kirkmanns,  celle 
des  pascales  (rang  fondamental)  étant  considérée  comme  Vantécé- 
dente^  et  celle  des  kirkmanns  (premier  rang  supérieur)  comme  la 
consécutive^  nous  pouvons  dire  que  le  procédé  (  P)  fait  passer  d'une 
texture  à  la  texture  antécédente^  et  le  procédé  (P),  d une  texture 
à  la  texture  consécutive. 

La  texture  des  pascales  peut  être  aussi  soumise  au  procédé  (P), 
j)uisque  les  deux  triangles  de  pascales  ohl  j  et  iJiy,^)  des  deux  triplets 
d'associés  conj ugalement  homologues  \\  !,^.  et  W^.^^^  sont  homo- 
logiques (par  l'axe  de  Steiner-Plûcker  jyzi  (^l>ap.  XIII,  2,  théo- 
rème IV). 

Les  centres  de  ces  diverses  homologies,  relatives  aux  60  paires 
de  triplets  ^associés  conjugalement  homologues^  seront  univo- 
quement  rattachés  aux  60  hexagones  correspondants  respectifs  de 
ces  paires  de  triplets.,  et  constitueront  la  texture  {ponctuelle)  anté- 
cédente (dans  l'échelle  des  textures  à  construire)  de  celle  des  pas- 
cales. 

On  attribuera  donc  à  cette  nouvelle  texture  le  premier  rang  infé- 
rieur, rang  représenté  par  le  symbole  surligné  i  (unité  surlignée, 
assimilable  à  l'unité  négative),  et  l'un  de  ses  éléments,  par  exemple, 
celui  qui  est  relatif  à  l'hexagone  V"^.^  (centre  d'homologie  des  triangles 
de  pascales  des  triplets  de  la  précédente  paire,  dont  cet  hexagone  est 
le  correspondant),   sera,  désigné  par  l'expression -H ^_,  Findice  5«/'- 
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ligné  de  gauche  (i)  représentant  le  rang  (premier  inférieur)  de  la 
texture  correspondante. 

De  même,  la  texture  des  kirkmanns  peut  être  soumise  au  procédé 
(P'),  les  deux  triangles  de  kirkmanns  iH|^^3  et  »H^^^!  des  deux  tri  pie  ts 
dHsodiagonaux  associativenient  homologues  WJ^^^  et  W^^^  étant 
honiologlques  (par  le  point  de  Steiner  Guvw-i  comme  il  résultera  du 
schéma  du  ihéorème  XVI,  4). 

Les  axes  de  telles  Jiomologies^  relatives  aux  60  paires  de  triplels 
d^ isodiagonaux  associativement  homologues^  seront  univoquement 
rattachés  aux  60  hexagones  correspondants  respectifs  de  ces 
paires  de  triplets,  et  constitueront  la  texture  (réglée)  consécu- 
tii^e  (dans  l'échelle  des  textures  à  construire)  de  celle  des  kirkmanjis. 

On  attribuera  donc  à  cette  nouvelle  texture  réglée  le  second  rang 
supérieur,  représenté  par  r  indice  numérique  2,  et  l'un  de  ces  élé- 
ments, par  exemple,  celui  qui  est  relatif  à  l'hexagone  V^,  (axe  d'ho- 
mologie  des  triangles  de  kirkmanns  des  triplets  de  la  précédente  paire, 
dont  cet  hexagone  est  le  correspondant),  sera  désigné  par  l'expres- 
sion il^^Yz- 

Le  procédé  (J^)  sera  encore  applicable  à  la  nouvelle  texture  ^H,  et 
le  procédé  (P)  applicable  à  la  nouvelle  texture  2^  (comme  il  résultera 
des  propriétés  qui  vont  être  établies  pour  ces  textures),  et  il  en  sera 
de  même  pour  les  nouvelles  textures  déduites  de  ces  dernières  par 
les  mêmes  procédés,  etc. 

On  obtiendra  de  la  sorte  V échelle  des  textures  (inférieures,  fonda- 
mentale et  supérieures)  de  la  configuration  pascalienne  : 

alternativement  réglées  et  ponctuelles^  les  textures  de  rang  pair 
(inférieur,  fondamental,  ou  supérieur)  étant  formées  de  droites^  et 
celles  de  rang  impair.,  de  points. 

Cette  échelle  des  textures  étant  supposée  ordonnée  de  gauche  à 
droite,  le  procédé  (P),  appliqué  à  une  texture  inférieure,  donne, joa/* 
construction  même.,  la  texture  antécédente,  et  le  procédé  (F'),  ap- 
pliqué à  une  texture  supérieure,  donne  la  texture  consécutive. 

Cette  propriété  subsistera,  quelle  que  soit  la  classe  inférieure  ou 
supérieure  de  la  texture  envisagée  :  appliqué  à  une  texture  quel- 
conque, inférieure  ou  supérieure,  le  procédé  (P)  donne  toujours  la 

BALLY.  II 
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tsxlure  antécédente,  et  le  procédé  (P),  toujours  la  texture  consécu- 
tive de  l'échelle. 

Ces  deux  procédés  sont  donc,  en  quelque  sorte,  inverses  Tun  de 
l'autre. 

3.  Les  deux  triangles  de  pascales  Ji^^^^^  et  o^^y(^)î  des  deux  triplets 
d'associés  conjugalement  homologuesW  J^^^^  et  W-J^^,;,  qui  définissent 
(comme  centre  de  leur  liomologie)  le  point  de  texture  de  premier 
rang  inférieur  jH^J;^,  ne  sont  autres^  comme  on  sait  (et  comme  il  ré- 
sulte de  leur  schéma),  que  les  triangles  6^e  Af>/rma/î/?5  iHJ^^^  et  iHJ^^,) 
des  deux  triplets  d'associés  diagonalenient  homologues  ^^^^^^^  Ql 

'  Les  droites  de  jonction  des  paires  de  sommets  homologues  de  ces 
deux  triangles,  concourantes  au  point  de  première  texture  inférieure 
envisagé,  sont  donc  les  droites  de  jonction  des  trois  paires  de 
kirkmanns  des  trois  doublets  d'isodiagonaux  :  W^J,  W^J,  WJ^,. 

Désignons  par  ^q^^  la  droite  de  jonction  des  kirkmanns  des  deux 
isodiagonaux  V-^„  et  VJ„,  droite  qui  sera  dénommée  :  latérale  de 
premier  rang  supérieur^  relative  au  doublet  d* isodiagonaux  WJ.^. 

Les  trois  latérales  :  4^^,^,  i^^j^,  i^i^,  sont  concourantes,  au  point 
de  premier  rang  inférieur  jH^^,  centre  d'homologie  des  deux  triangles 
o^zix)  ^^  o^^n^n  <^^i  i'^xiz)  ^^  *'^xir)^  comme  l'indique  lé  schéma  : 


otlzin       O'^ct'i       ohzw 
o'^yui         otlyi>,        O'^yw 

^yzw)      ^yzi>^       ^yzw 

at ignés  sur  j'y-. 


uy  UY  H.V 


xw 


iÇ'xill  iÇ'Xi'1  \Ç'Xi\> 

concourantes  (en  î-H^-). 


iHi(^) 
iHi.(7) 


Chacune  de  ces  trois  latérales,  unies  au  point  inférieur -H"J:,,  est 
tividemment  aussi  unie  à  un  autre  point  inférieur  :  telle,  par  exemple, 
la  première  i^J^  est  aussi  unie  au  point  inférieur  jH"^. 

Si  nous  appelons  latérale  de  premier  rang  inférieur  relative  au 
doublet  d'' iso diagonaux  W'^",  et  désignons  par  7^"^",  la  droite  de 
jonction  des  deux  points  de  premier  rang  inférieur  jH^^  etYH"_,  il 
résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire  que  les  deux  droites  ,^J^^  et  y^'^^" 
coïncident. 

Cette  remarque  nous  permettra  de  n'envisager  de  préférence 
que  des  latérales  supérieures,  et  d'exclure,  pour  ces  éléments,  les  no- 
tations numériques  surlignées. 
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A  chaque  point  de  premier  rang  inférieur,  tel  jH^.,  sont  unies, 
comme  on  l'a  vu,  trois  premières  latérales  :  Kq-^ui  i^£?  \9x'w'-)  ^ 
chaque  point  de  premier  rang  supérieur  (kirkmann),  tel  »H^_,  sont 
aussi  unies  trois  premières  latérales  :  i^/"^.",  «^y~,  \Q^z  •  ^  chaque  pre- 
mière latérale,  telle  i^^,^,  sont  simultanément  unis  les  deux  points  de 
premier  rang  supérieur  (kirkmanns)  :  «HJ^  et  |HJ^,  et  les  deux 
points  de  premier  rang  inférieur  :  jH^^:  ^^i^^z- 

Une  propriété  particulière  à  la  texture  de  premier  rang  infé- 
rieur consiste  en  ce  que  le  point  -H^^;  de  cette  texture  peut  être  aussi 
défini  comme  centre  d^homologie  du  trilatère  Tj^,  avec  V un  ou 
l^ autre  des  deux  triangles  précédents  ç^hl,^^  ou  ohyi^^,  c'est- 
à-dire^  <Hï(~)i  <^''  iï^i(v)5  puisque  ces  trois  trilatères  forment  un  tri- 
plet  steinérien  (Chap.  XIII,  2,  théorème  IV),  et  sont  deux  à 
deux  homologiques  par  le  même  centre. 

Si  l'on  considère  les  deux  quadrilatères  de  pascales  :  qM  et  o^^v^ 
dss  deux  quadruplets  d'associés  conjugalement  homologues  A\  r  et  \\  ^ , 
les  quatre  points  de  premier  rang  inférieur 

-h;„-h;'„-h;.,,-h;';, 

correspondant  aux  quatre  paires  de  triangles  homologues  de  ces  qua- 
drilatères, sont  chacun  le  point  de  concours  de  trois  des  six  laté- 
rales : 

^&^    l'ixl'^    i^i'v    iiul^    i^»f,o    i^^v.;;, 

droites  de  jonction  des  six  paires  de  sommets  homologues  (kirkmanns) 
de  ces  quadrilatères. 

Ces  quatre  points  forment  le  quadrangle  i^yz  d^éléments  de 
texture  de  prem,ier  rang  inférieur  des  hexagones  du  quadruplet 
dUsodiagonaux  Wyz',  ce  quadrangle  a  pour  co^e'5  les  six  latérales 
précédentes. 

C'est  le  quadrangle  de  raccordement  des  précédents  quadrila- 
tères de  pascales,  polairement  circonscrit  à  chacun  d'eux. 

Trois  côtés  (premières  latérales)  concourants  quelconques  de  ce 
quadrangle  sont  circonscrits  au  trilatère  Tyz  (simultanément  homo- 
logique  à  deux  triangles  homologues  quelconques  des  quadrilatères), 
et  ce  trilatère  T^^  est  donc  le  triangle  conjugué  de  ce  qua- 
drangle -^yz' 
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Chaque  première  latérale^  telle  ^q^J^^^  est  ainsi  unie  à  un  point 
diagonal  (sommet  (^^xu.vw  du  trilalère  Tj^),  et  à  chaque  point  dia- 
gonal tel  (^xu.vw^  sont  unies  deux  prenïières  latëiales  (i^^^,  et  i^J,^), 
harmoniques  au  couple  de  côtés  de  Vhexangle  unis  à  ce  point 
diagonal. 

Les  premières  latérales  au  nombre  dego^  qui  sont,  comme  on  vient 
de  voir,  les  côtés  des  i5  quadrangles  de  points  de  première  texture 
inférieure  des  hexagones  des  i5  quadruplets  d'isodiagonaux,  sont 
aussi  (par  définition)  les  côtés  des  1 5  quadrangles  de  kirkmanns  des 
hexagones  des  i5  quadruplets  d'isodiagonaux.  Le  quadrilatère  de 
pascales  de  l'un  de  ces  quadruplets  d'isodiagonaux  a  pour  sommets, 
comme  on  sait,  des  points  diagonaux^  lesquels  sont  précisément  ceux 
qui  sont  unis  aux  latérales^  cotés  du  quadrangle  de  kirkmanns 
du  même  quadruplets  de  sorte  que  le  quadrangle  de  kirkmanns 
des  hexagones  d'un  quadruplet  dHsodiagonaux  est  polairement 
circonscrit  au  quadrilatère  de  pascales  de  ces  mêjnes  hexagones. 

Autrement  dit,  et  pareillement  au   cas  du  quadruplet  d'associés  : 

Les  kirkmanns  et  les  pascales  des  hexagones  dUi/i  quadruplet 
dUsodiagonaux  sont  des  éléments  réciproques  d'aune  même  figure 
polaire. 

(Dans  V Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques .,  III,  17,  n**  39, 
p.  89,  et  n**  40,  p.  91,  Coniques.,  les  premières  latérales  sont  appelées 
les  droites  v.,  et  les  éléments  des  textures  supérieures  ou  inférieures  ' 
autres  que  pascales  et  kirkmanns  :  les  points  Z  et  les  droites  z.  Ces 
divers  éléments  j  sont  implicitement  attribués  à  Véronèse^  les  tra- 
vaux du  géomètre  italien  étant  cités  à  leur  sujet.) 

hes points  diagonaux  de  l'hexangle  peuvent  être  considérés  comme 
les  éléments  latéraux  de  rang  fondamental,  qui  coïncideraient 
deux  à  deux  par  paires  d'éléments  inverses.  Le  point  diagonal  Q^xy.zn 
est  en  effet  le  point  de  concours  soit  des  deux  pascales  o^ïJ^  etoAJ„  du 
doublet  d'isodiagonaux  Wf^,  soit  des  deux  pascales  oh^^  et  qA"^  du 
doublet  d'isodiagonaux  W^".  Il  sera  donc  doiénavant  désigné  par 
l'une  ou  par  l'autre  des  expressions  :  oQ^,!  ou  oQ^j?  suivant  qu'on 
le  rattache  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  paires  de  pascales. 

Nous  appellerons  paire  de  textures  unies  l'ensemble  de  deux 
textures  d'espèces  diflférentes  (l'une  ponctuelle   et  l'autre   réglée), 
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telles  que  lout  élément  de  l'une  et  tout  élément  de  l'autre,  respecti- 
vement relatifs  à  deux  hexagones  séparés^  soient  toujours  unis 
(exemple  :  l'ensemble  des  deux  textures  des  pascales  et  des  kirk- 
manns). 

Nous  appellerons  «  paire  de  textures  latéralement  reliées  »,  l'en- 
semble de  deux  textures  de  même  espèce  telles  que  deux  éléments  de 
l'une,  relatifs  aux  deux  hexagones  d'un  doublet  d'isodiagonaux 
soient  toujours  alignés  (ou  concourants)  avec  les  deux  éléments 
de  Vautre  relatifs  aux  deux  hexagones  du  doublet  dHsodiago- 
naux  inverse  du  premier  (exemple  :  l'ensemble  des  textures  des 
kirkmanns  et  des  points  de  premier  rang  inférieur). 

La  texture  fondamentale  des  pascales  présente,  parmi  les  diverses 
textures  de  la  configuration pascalienne,  ce  caractère  spécial  d^étre 
latéralement  reliée  à  elle-même^  les  quatre  pascales  des  hexagones 
des  deux  doublets  inverses  d'isodiagonaux  W^^,  et  W^"  étant  con- 
courantes (au  point  diagonal  Çlyz.xu)- 

Pour  la  concordance  des  notations,  et  en  vue  d'une  généralisation 
uniforme  de  la  série  des  théorèmes  du  n°  A  suivant,  nous  convien- 
drons qu'il  est  loisible  de  considérer  indifféremment  comme  supérieur 
ou  comme  inférieur  le  mn^  fondamental àaXdi  texture  des  pascales, 
ce  qui  conduira  dans  certains  cas  à  surligner  Vindice  numérique 

des  pascales^  qui  sera  alors  o  (notamment  quand  une  pascale  est 
définie  comme  droite  de  jonction  de  deux  points  de  premier  rang 
supérieur  donnés  (exemple,  théorème  XVI). 

Les  propriétés  précédemment  énoncées  pour  les  premières  laté- 
rales^ sauf  celles  qui  résultent  de  leur  caractère  particulier  dêtre 
unies  aux  éléments  latéraux  de  rang  précédent  ou  points  diago- 
naux (par  paires  de  latérales  harmoniques  au  couple  de  côtés  de 
rhexangle  unis  à  leur  point  de.  concours),  s' étendent  aux  éléments 
latéraux  de  rangs  plus  élevés. 

(C'est  en  mémoire  de  la  propriété  des  latérales  d'être  les  côtés  de 
qiiadrangies  d'éléments  d'une  même  texture  relatifs  aux  quadruple ts 
d'isodiagonaux,  que  nous  qualifions  de  latéraux  les  éléments  en 
question.  ) 

Ainsi,  le  latéral  de  rang  2/i,  relatif  au  doublet  d'isodiagonaux  \\^,; 
et  désigné  par  o„Q^^,,  qui  esl  par  définition  le  point  de  concours 
des  deux  droites  de  in'^"^^  texture  supérieure  ^nh^xu  ^^  inh~j.,^^  sera 
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aussi  uni  aux  deux  droites  de  2/1'*^'"^  texture  inférieure  :  ^tttA^-  el 
—A" 

iii"'yz' 

4.  En  vue  d'établir  la  construction  des  diverses  textures  et  ensembles 
d'éléments  latéraux  et  d'éléments  de  Depaz,  nous  allons  donner,  con- 
cernant les  deux  nouvelles  textures  jH  et  o/i  inférieure  et  supérieure 
déduites  des  pascales  et  des  kirkmanns,  une  série  de  six  théorèmes, 
à  énoncés  et  démonstrations  généralisables  par  une  méthode  uni- 
forme consistant  dans  la  textuelle  répétition  des  énoncés  et  démons- 
trations de  la  série ^  sauf\  à  chaque  nouvelle  répétition,  changement 
réciproque  les  unes  dans  les  autres  de  majuscules  et  de  minuscules ^ 
et  augmentation  d^ une  unité  de  la  valeur  absolue  de  tous  les 
indices  numéricjues. 

Par  la  généralisation  de  ces  théorèmes,  chaque  texture  ponctuelle 
sera  pourvue  d'une  ossature  réglée  (analogue  à  celle  des  droites  de 
Caylej-Salmon),  et  chaque  texture  réglée,  d'une  ossature  ponctuelle 
(analogue  à  celle  des  points  de  Steiner).  Deux  textures  latéralement 
reliées  auront  même  rang  absolu  (supérieur  pour  l'une  et  inférieur 
pour  l'autre)  et  même  ossature;  les  ossatures  de  deux  textures  con- 
sécutives quelconques  de  Véchelle^  de  même  que  celles  de  deux  tex- 
tures unies  seront  toujours  complémentaires  (comme  le  sont  l'une  de 
l'autre   les  deux  configurations  de    Steiner   et  de    Cajlej-Salmon). 

Chaque  texture  de  rang  inférieur  arbitraire  A,  et  la  texture  de  rang- 
supérieur  A -f- 1 ,  seront  intimement  unies ^  comme  le  sont  les  textures 
primitives  des  pascales  et  des  kirkmanns,  leur  ensemble  se  divisant 
pareillement  en  six  figures  polaires^  correspondant  aux  six  systèmes 
de  Kirkmann. 

Jusqu'à  ce  que  soit  définitivement  établie  la  coïncidence  des 
diverses  ossatures  réglées  ainsi  que  celle  des  diverses  ossatures  ponc- 
tuelles (5),  nous  ferons  désormais  précéder  de  l'indice  o  tout  élément  G 
ou  y  de  l'ossature  des  pascales,  et  de  l'indice  i,  tout  élément  g  ou  J, 
dcFossature  des  kirkmanns. 

Théorème  XVI.  —  Les  deux  triangles  d"* éléments  supérieurs  de 

premier  rang  (kirkmanns)  des  hexagones  d^ une  paire  de  triplets 

d^ isodiagonaux  associativement   homologues    sont  homologiques; 

V axe  de  cette  homologie,  qui  est  par  définition  l'élément  (droite)  de 

second  rang  supérieur  de  V hexagone  correspondant  de  la  paire 
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de  iriplets^  est  uni  aux  trois  éléments  (points)  de  premier  rang- 
inférieur  des  trois  hexagones  du  sous-système  de  Kirkmann 
séparé  de  cet  hexagone  correspondant . 

Soient  W^i  et  W2-  les  deux  triplets  mentionnés  : 


s^Ii 

iH-„ 

iH*^„ 

iH-3 

\\lxzi 

\^XZ  ) 

i9xz 

iHS 

H" 

\^xy^ 

iH!^,.. 

IJU' 

\qxy, 
1 ^^vwn 

1  *^ir»i 

iÇxy 

1   ^^Ut' 

-Ji  " 

0  '•tv«> 

0 '*(/(' 

concourantes  en 

(t^UVW 

alignés 

5 fi/'  V axe  ^hy-. 

C  .  Q .  F 

.  D 

(En  vue  des  généralisations,  les  pascales  du  schéma  sont  con- 
sidérées comme  éléments  inférieurs,  et  leurs  indices  numériques^ 
surlignés). 

Corollaire  I.  —  Un  point  de  première  texture  inférieure  et  une 
droite  de  seconde  texture  supérieure^  respectivement  relatifs  à 
deux  hexagones  séparés,  sont  toujours  unis  (comme  le  sont  la  pas- 
cale et  le  kirkmann  de  deux  tels  hexagones). 

Corollaire  II.   —   A   chaque  point  de  première   texture  infé- 
rieure (^H^,)  sont  donc  inversement  unies  trois  droites  de  seconde 
texture  supérieure  {^h^^^   ^Kvin   s^^Jt.),   Ç^^i  sont  celles  des  t/ois 
hexagones  séparés  de  celui  auquel  appartient  le  point. 

Corollaire  III.  —  Les  dix  points  ^H  et  les  dix  droites  o/i  des^ 
hexagones  d^un  même  système  (x)  de  Kirhmann  forment  une 
figure  polaire  (^2)5  ^t  V ensemble  des  deux  textures  jH  et  2^  se 
divise <f  comme  l'ensemble  des  pascales  et  des  kirkmanns,  en  six 
figures  polaires  : 

^2;       J2,       -32,        «2,        V-z,        iV^. 

Théorème  XVII.  —  La  texture  de  premier  rang  inférieur  a 
même  ossature  que  la  texture  de  premier  rang  supérieur  (texture 
des  kirkmanns). 

Le  point  jH^.,  étant  le  point, de  concours  des  trois  premières  laté- 
rales :  1^2^,  i^JJ,  \q^xwi  iio^is  devons  montrer  que  les  deux  premières^ 
par  exemple,  concourent  avec  la  droite  d'ossature  \gxY-' 
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On  considérera  les  deux  triangles  de  pascales  (envisagées  comme 
éléments  inférieurs)  des  deux  triplets  d^associés  iriégiilièrement 
homologues  W,'^^^^^)  et  Wf^,^^)  : 


i)"'W{X) 


-i.y        _/j.r        _/,y 

0'    H'M'  0'    iW>  Q"'WZ 


0       Wlll 


O^^WVI 


0  "  wy 


alignés  sur  ^liyz' 


\^XU1        lHa7(M        i^xz 

1"3;/M       \"xvi      l"3cv 


l'J  xu: 


i^Xi>1 


l^ryz 

concourantes  (en  jH^.) 

G.  Q.  F.  D. 


Autre  démonstration 


l^'.r^/n      \gxyv,      "q'^wz 
^wy 


xg^xzui      iS'xzv)      o'^"' 


alignés  sur  igxnv 


l^oTo       t^jJMî      l,^.rj 

concourantes. 


Théorème  XYIII.  —  Les  trois  droites  de  second  rang  supérieur 
des  trois  hexagones  d'un  même  semi-système  de  Steiner  sont  con- 
courantes. 

Considérons  les  trois  triangles  d'éléments  de  premier  rang  supé- 
rieur (kirkmanns)  :  iH'^"^^,  iH9^,  jHJ^r'  des  trois  triplets  dUsodiago- 
naux   deux   à   deux  associative n^ent  homologues  :    W^^\   ^^  ïï? 

^^  xy- 

Leurs  trois  triples  de  sommets  deux  à  deux  homologues  (tel  le 
triple  :  iH"  ,  iHi'_^,  iH"  )  sont  respectivement  alignés  sur  les  trois 
pascales  :  ^A^^^,  ô/i|[,„,  ô^ir^î  toutes  unies  au  point  d'ossature  oG„(,iv 

Les  trois  triangles  étant  donc  deux  à  deux  homologiques  par  le 
même  centre.,  leurs  trois  axes  d'iiomologie  deux  à  deux,  qui  sontyoar 
définition\QS  trois  droites  2^^^:;'  s^J^^  ^h^xyi  sont  concourantes. 

G.   Q.  Y.   D. 

Les  éléments  de  l'ossature  ponctuelle  de  la  texture  fondamentale 
étant  spécifiquement  désignés  par  la  notation  qG,  et  ceux  de  l'ossature 
réglée  commune  (théorème  XVII)  aux  deux  textures  latéralement 
reliées  des  premiers  rangs  supérieur  et  inférieur.,  par  la  nota- 
tion ,  «•,  désignons  provisoirement  par  2^.0,-  le  point  de  concours 
des  trois  droites  de  second  rang  supérieur  :  :>//,'_,  -ih^^j;-,  u/Cy- 

Théorème  XIX.  —  Les  vingt  points  ^^  forment  aussi  une  confi- 
guration 0(3,  6),  analogue  à  la  configuration  d'ossature  fonda- 
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mentale  et  qui  sera  V ossature  de  la  texture  du  second  rang  supé- 
rieur Ji. 


-\\x  -ux  ^r\x 

l**z«?  \'^'-zvi  i'-^zw 

~\v  -\\y  -wy 

K^^ZHI  l"x;f1  l"3U' 

.n^f''  .rt^^  n^^^' 

l^xyi  \Hxy>  \9  xy 

concourantes  en  \^%y- 


I,X 

ï' l'y  ut 

h  y 


LX 

%'^xvi 


l,x 

l'i-yw 

V^xw 


ï^xyii^      i^xyvi      t^xyw 

alignés.  ■ 


j,x 


La  droite  d'alignement  des  trois  points  2Gxxu-,  iGxyi",  2G.r>(,-,  qui 
porte  évidemment  le  quatrième  point  2Gxxz  sera  désignée  par  :  o./o-r- 
Au  point  iGxyz  sont  inversement  unis  les  trois  axes  de  deuxième 
ossature. 

27  tj'       2yVc,       27  rx,  C.Q.F.D. 

Désignons  par  iT>''Jy  (point  de  Depaz  de  premier  rajig)  le  point 
de  concours  des  deux  premières  latérales  co/i;/«wë5  .'  iÇ'yz  G^ç^'z  (q"^ 
se  déduisent  chacune  de  l'autre  par  simple  transposition  d'un  seul 
indice  supérieur  avec  un  seul  indice  inférieur). 


Thi'orème  XX.  —  Les  deux  points  de  Depaz  i^'Jy  et  <D;,'';',  le 
kirkmann  iHf^^  et  le  latéral  fondamental  (point  diagonal)  oQj! 
sont  alignés. 


1"j:/m       l'^x»»      a^zwy 
l"'yMi        lH)-«j      oG-,(,..r 

\S'xyut       'q'^X'wi  oJ  zw 

concourantes  en  oGzctv 


_/,-        _;,r        ,^r^ 

o"'y\\'y       o'*c(vi       l'jxu 


O^^XWi 


Q'^ZWi 


iÇyH 


Hz  Ci^w  r\ziii 

.      ui'i       0\l.xyi       \^xy 

alignés. 


c.  Q.  F.  D. 


Théouèmk  XXI.  —  De  même  que  V ossature  ©G  de  la  texture 
fondamentale.,  Vossature  oG  de  la  texture  ^h  de  second  rang 
supérieur  est  complémentaire  de  Vossature  de  rang  précédent  <  «, 
commune  aux  deux  textures  de  premiers  rangs  supérieur  et  infé- 
rieur. 

Considérons  les  deux  triangles  d'éléments  de  premier  rang  inférieur 
relatifs  aux  deux  triplets  à^sodiagonaux  irrégulièrement  homo- 
logues W;:^  et  WL";  : 


\qin>'. 


\qlx, 
iqf'v, 


r,y^ 

i9y'f' 


iHji,,    iDj';,    iDj'y 

alignés  (tbéor.  XX). 


-l\X  _TJ«  _TIf 

l^y;,         l^lyc,         l">; 

-Ti.v        -H"        -11'' 

1  ** -..ri       1  ^^zxi       1  '^  :.x 

concourantes. 


1^\-^ 

^^^ 
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Donc  le  point  de  concours  2G,nnv  de  2^",,,  et  de  o/^k  ^^^  uni  à  \gxrz' 

C.   Q.   F.   D. 

La  ])récédente  série  de  théorèmes  suffît  pour  établir  l'existence 
des  diverses  textures  et  ensembles  d'éléments  latéraux  et  d'éléments 
de  Depaz,  et  l'extension  à  ces  nouveaux  ensembles  des  propriétés 
établies  pour  les  précédents. 

La  texture  (ponctuelle)  de  premier  rang  inférieur  étant  en  effet 
pourvue  d'une  ossature  réglée  (commune  aussi  à  la  texture  qui  a 
même  rang  absolu  et  qui  lui  est  Latéralem,ent  reliée^  savoir  celle 
des  kirkmanns),  deux  quelconques  (soit  x^  et  ^2)  des  ûx  figures 
polaires  en  lesquelles  se  divise  celte  première  texture  inférieure 
(théorème  XVI,  corollaire  III)  contiendront  chacune  l'un  de  deux 
quadrangles  (jH^  et  jH^)  raccordables  par  un  centre  [^^xy)  ^^  cette 
ossature^  et  relatifs  à  deux  quadruplets  d\issociés  conjuga- 
lement homologues  (  W^^  et  W_J^). 

Le  quadrilatère  de  raccordement  de  cette  paire  de  quadrangles 
sera  le  quadrilatère  d'éléments  de  la  texture  (réglée)  ^A  de  second 
rang  inférieur,  relatif  au  quadruplet  d^ isodiagonaux  qui  se  rap- 
porte à  la  combinaison  binaire  des  systèmes  de  Kirkmann  aux- 
quels se  rattachent  les  deux  figures  polaires  envisagées. 

Chacun  des  quatre  côtés  de  ce  quadrilatère  sera  univoquemeni 
rattaché ,  comme  élément  de  texture  de  second  rang  inférieur^  à 
celui  des  quatre  hexagones  isodiagonaux  qui  est  le  correspondant 
de  la  paire  de  triplets  (d'associés  conjugalement  homologues)  rela- 
tive à  la  paire  de  triangles  (des  précédents  quadrangles)  qui  ont 
pour  axe  d^homologie  le  côté  envisagé  du  quadrilatère. 

(Cette  méthode  n'est  autre  que  la  quadruple  application  simul- 
tanée du  procédé  P  aux  quatre  paires  de  triangles  homologues  de 
deux  quadrangles  d'éléments  de  premier  rang  inférieur,  relatifs  à 
deux  quadruplets  d'associés  conjugalement  homologues.) 

On  fera  alors  une  répétition  des  six  théorèmes  de  la  série^  en 
changeant  réciproquement  les  unes  dans  les  autres  majuscules  et 
minuscules^  et  augmentant  d'une  unité  la  valeur  absolue  de  tous 
les  indices  numériques. 

Il  résultera  de  cette  répétition  : 

1"  La  construction  (extension  du  théorème  XVI)  de  la  texture 
ponctuelle  de  troisième  rang  3H  (chacun  |de  ses  éléments  étant  le 
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centre  cV Iwmologie  de  deux  triangles  d'éléments  jA  relatifs  à  deux 
triplets  d'isodiagonaux  conjugalement  homologues);  Vinlime  union^ 
analogue  à  celle  des  pascales  et  des  kirkmanns,  de  cette  nouvelle 
texture  3H  avec  la  texture  réglée  de  second  rang  inférieur  -A,  et  la 
division,  en  six  figures  polaires,  de  l'ensemble  de  ces  deux  textures 
unies; 

2.^  L'existence,  pour  la  seconde  texture  inférieure  tJi  (extension 
du  théorème  XVII)  de  la  même  ossature  Joi  propre  aux  éléments 
de  seconde  texture  supérieure  2A  et  complémentaire  de  l'ossature 
précédente  j  «;  et  pour  la  troisième  texture  supérieure  3H,  l'existence 
(extension  des  théorèmes  XVIII  et  XIX)  d'une  ossature  réglée  ^g^ 
complémentaire  (extension  des  théorèmes  XX  et  XXI)  de  V ossa- 
ture ponctuelle  précédente  2G. 

Le  deuxième  latéral  oQ^^^,  relatif  au  doublet  d'isodiagonaux  W^^^, 
est  par  définition  le  point  de  concours  des  éléments  de  texture  de 
second  rang  supérieur  :  2^^,/.  et  oAJ,^,  et  il  sera  aussi  uni  aux  deux 
éléments  de  second  rang  inférieur  :  -/i^^  et  ô^"  . 

Les  deux  textures  des  seconds  rangs  supérieur  et  inférieur 
sont  donc  latéralement  reliées^  comme  le  sont  celles  des  premiers 
rangs. 

La  droite  de  Depaz  de  second  rang  -idl'J  est  la  droite  de  jonction 
des  deux  latéraux  de  second  rang  contigus  :  oQy,!  et  2Qv"- 

[Les  180  droites  de  Depaz  de  rang  fondamental  ^d  coïncident 
douze  par  douze  avec  les  quinze  côtés  de  l'hexangle;  par  exemple, 
celle  o<^I/?  ^I^ii  unit  les  deux  laiéiaw^  fondamentaux  (points  diago- 
naux) contigus  oQv,i  et  oQ^"?  est  le  côté  dxy_zu,vw\  • 

De  la  texture  inférieure  ^/i,  on  déduira  par  le  procédé  P  (appliqué 
soit  isolément  à  chaque  paire  de  triplets  conjugalement  homologues, 
soit  simultanément  aux  quatre  paires  de  triplets  homologues  de  deux 
quadruplets  conjugalement  homologues)  la  texture  inférieure  anté- 
cédente -H  de  l'échelle,  et  l'on  fera  une  nouvelle  répétition  des  six 
théorèmes  de  la  série,  etc. 

L'existence  des  diverses  textures  et  ensembles  d'éléments  latéraux 
et  d'éléments  de  Depaz  est  donc  établie.  La  texture  inférieure  de 
rang  k  et  la  texture  supérieure  de  rang  A^  -f-  i  forment  une  paire  de 
textures  unies.  Deux  textures  de  même  rang  absolu^  l'une   infé- 
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rieure,  l'autre  supérieure,  forment  une  paire  de  textures  lat(h'ale- 
ment  reliées  et  ont  toujours  même  ossature  (extension  du  théo- 
rème XVIII);  leur  rang  absolu  commun  sera  provisoirement  attribué 
à  leur  commune  ossature,  et  deux  ossatures  de  rangs,  consécutifs 
quelconques  seront  toujours  complémentaires  (extension  du  théo- 
rème XXI). 

5.  Il  ne  faut  pas  attacher  grande  importance  aux  qualificatifs  de 
«  supérieur  »  ou  d'  «  inférieur  »  que  nous  attribuons  aux  divers 
ensembles  de  la  configuration.  Les  notions  à  retenir  sont  celles  de 
«  paire  de  textures  unies  »  et  de  «  paire  de  textures  latéralement 
reliées  ». 

Les  procédés  antérieurement  décrits  P  et  P'  doivent  d'ailleurs  être 
plutôt  considérés  comme  des  méthodes  d'exposition.  Dans  la  pratique, 
et  notamment  dans  les  calculs,  on  leur  substituera  de  préférence  les 
opérations  involutives  U  et  R,  en  lesquelles  se  décomposent  ces 
procédés  P  et  P',  et  qui  sont  ainsi  définies  : 

L'opération  U  consiste  dans  le  passage  d'une  texture  à  la  texture 
qui  lui  est  unie,  chaque  élément  de  l'une,  relatif  à  un  hexagone 
donné,  étant  considéré  comme  élément  de  jonction  ou  d'intersection 
commun  aux  trois  éléments  de  l'autre,  relatifs  aux  trois  hexagones 
séparés  du  premier. 

L'opération  R  consiste  dans  le  passage  d'une  texture  à  la  texture 
qui  lui  est  latéralement  reliée.  Les  60  éléments  d'une  texture 
(telle  'î.nli)  étant  groupés  en  i5  quadruplets  (correspondant  aux 
i5  quadruplets  d'isodiagonaux),  on  formera  pour  chacun  de  ces  qua- 
druplets (tel  'xnhxy)  le  sextuplet  (tel  2«Qjtj)  des  six  latéraux  d'union 
deux  à  deux  des  éléments  constitutifs  de  ce  quadruplet;  on  regrou- 
pera alors  les  go  éléments  de  l'ensemble  de  latéraux  obtenus  en 
i5  nouveaux  sextuplets  (tel  2«Q^")'  ^'^  ^^^  éléments  de  chaque 
sextuplet  seront  trois  par  trois  unis  à  l'un  de  quatre  nouveaux  élé- 
ments (de  la  texture  ^A,  et  formant  le  quadruplet  jjihzu)'  La  texture 
des  6o  nouveaux  éléments  —A,  texture  latéralement  reliée  à  la  texture 
envisagée  2uhi  est  le  résultat  de  l'opération  R  appliquée  à  cette  der- 
nière. 

Entre  les  opérations  P,  P',  U,  R,  on  a  les  relations 

P  =  UR;  P'=RU;         U^^i;         R2  =  i  ;         PP'=i. 
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Observons  encore  qu'on  n'obtient,  par  les  procédés  P  et  P',  toutes 
les  textures  qui  s'obtiennent  par  application  alternative  et  successive 
à  la  texture  fondamentale  des  pascales  des  opérations  R  et  U,  que 
grâce  à  la  particularité  de  cette  texture  fondamentale  d'être 
latéralement  reliée  à  elle-même^  c'est-à-dire  de  se  transformer  en 
elle-même  par  ^opération  R.  Mais  nous  rencontrerons  d'autres 
textures  fondamentales  dites  spéciales  (ii)  déduites  des  éléments 
irréguliers  (7),  et  qui  ne  sont  pas  latéralement  reliées  à  elles-mêmes, 
non  plus  que  celles  qui  s'en  déduisent  par  les  opérations  R  et  U.  On 
n'obtient  alors,  par  les  procédés  P  ou  P',  que  les  textures  déduites  de 
la  fondamentale  parles  opérations  (UR)'^  et  (RU)"-  [n  parcourant  les 
entiers  positifs),  et  non  celles  déduites  par  les  opérations  (UR)^U 
et(RU)"R. 

La  notation  employée,  que  nous  appellerons  notation  (pp)  (nous 
l'avons  adoptée  parce  qu'elle  facilite  la  lecture  des  schémas),  devient 
donc  insuffisante  pour  désigner  les  ensembles  déduits  des  textures 
^/^e'c/a/e^  fondamentales,  et  nous  utiliserons  alors  une  autre  notation, 
que  nous  appelons  notation  (ru).  La  texture  spéciale  fondamentale 
envisagée  étant  toujours  caractérisée  par  l'indice  numérique  o,  celle 
qui  s'en  déduit  par  une  suite  alternative  d'opérations  U  et  R,  en 
nombre  total  A",  sera  caractérisée  par  l'indice  numérique  simplement 
accentué  k'  si  l'opération  U  a  été  appliquée  la  première,  et  par 
l'indice  numérique  doublement  accentué  A ',  si  l'opération  R  a  été 
appliquée  la  première. 

Si  l'on  se  propose  de  calculer  les  coordonnées  des  éléments  des 
diverses  textures  et  ensembles  de  latéraux  d'un  hexangle  pascalien 
à  partir  de  celles  de  ses  sommets,  on  dressera  successivement  les 
tableaux  des  coordonnées  :  i*^  des  i5  côtés  d\  2*^  des  45  points  dia- 
gonaux Q;  3**  des  60  pascales,  éléments  de  la'texture  fondamentale  qA; 
4**  des  60  kirkmanns,  éléments  de  la  première  texture  supérieure  iH; 
5"  des  90  éléments  du  premier  ensemble  de  latérales  sq\  6^  des 
60  points  de  première  texture  inférieure  jH;  7**  des  60  droites  de 
seconde  texture  supérieure  2^*;  8"  des  90  éléments  du  deuxième 
ensemble  de  latéraux  2Q;  etc.  Chacun  de  ces  tableaux  se  déduit  du 
précédent,  chacun  de  ses  éléments  étant  uni  à  deux  ou  trois  éléments 
du  tableau  précédent. 

C'est  une  telle  série  de  tableaux,  dressés  jusqu'à  la  quatrième 
texture  supérieure  inclusivement,  qui  nous  a  conduit,  par  induction 
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empirique,  à  diverses  propositions  ici  [établies,  et  notamment  à 
reconnaître  la  coïncidence  des  diverses  ossatnres  ponctuelles  ainsi 
que  celle  des  diverses  ossatures  réglées,  et  l'union  de  tout  élément 
latéral  à  un  élément  de  Ballj  (*). 

Tout  élément  de  texture  de  ces  tableaux  numériques  est  en  effet 
uni  soit  au  point  de  Steiner,  soit  à  la  droite  de  Gajlej-Salmon  du 
semi-système  steinérien  de  l'hexagone  correspondant,  et  tout  élément 
latéral  est  uni  à  l'élément  de  Ballj  du  doublet  d'isodiagonaux  corres- 
pondant. 

Il  n'est  pas  malaisé  de  montrer  (extension  du  théorème  XVII) 
que  deux  textures  latéralement  reliées  (c'est-à-dire  de  même  rang 
absolu,  l'une  inférieure,  l'autre  supérieure)  ont  même  ossature;  mais 
pour  établir  que  les  deux  textures  respectivement  unies  à  deux 
textures  latéralement  reliées  ont  même  ossature^  proposition  qui 
entraîne  la  coïncidence  définitive  des  ossatures  ponctuelles  et  celle 
des  ossatures  réglées,  on  rencontre  plus  de  difficultés. 

Cette  propriété  générale  des  éléments  de  texture,  d'être  unis  aux 
éléments  d'ossature  est,  ainsi  qu'on  le  verra  (6),  intimement  liée  à 
la  propriété  des  éléments  latéraux  d'être  unis  aux  éléments  de  Ballj. 

Toutefois,  dans  le  cas  particulier  de  seconde  texture  supérieure, 
on  peut  donner  une  démonstration  simple  et  immédiate  de  la  pro- 
priété (2)  qu'ont  les  droites  de  cette  texture  d'être  unies  aux  points 
de  Steiner. 

Nous  ne  l'avons  pas  jusqu'ici  donnée,  pour  que  l'attention  ne  fût 
pas  détournée  du  caractère  général  des  démonstrations  précédentes. 

Il  faut  prouver  que  les  deux  points  de  premier  rang  infé- 
rieur 1^'^^^,  et -HJ^^,,  unis  à  la  droite  de  second  rang  supérieur  Ji^^^ 


(^)  Ces  tableaux  sont  construits  pour  un  \\t\dLn^\e  particulier  :  trois  sommets  X, 
Y,  Z  étant  pris  pour  triangle  de  référence,  et  un  quatrième  U  pour  point-unité,  les 
deux  autres  sommets  A  et  B  avaient  pour  coordonnées  respectives,  i,  2,  3  et  x,  5, 
— 15.  Les  côtés  ZX  et  YA  de  Thexangle  se  trouvent  alors  conjugués  à  la  conique 
circonscrite  à  l'hexangle,  ce  qui  introduit  dans  les  textures  certaines  singularités  (en 
petit  nombre). 

Nous  tenons  ces  tableaux  à  la  disposition  du  lecteur  qui  nous  manifesterait  le 
désir  de  les  avoir  pour  rechercher  de  nouvelles  propriétés  de  la  configuration;  il  lui 
faudrait  sans  doute  construire  encore  quelques  tableaux. 

(2)  Cette  propriété  est  mentionnée  dans  V Encyclopédie  des  Sciences  mathéma- 
tiques (III,  17,  Coniques,  n°  40,  p.  91)  pour  les  droites  de  cette  unique  texture  Ji 
qui  y  sont  dénommées  :  les  droites  z^. 
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sont  alignés  avec  le  point  de  Steiner  Gj-yz  '* 


^'yz.xv.iiW)      (^'xw.yz.in'i      Q'^vw 

concourantes  en  Q_xit,.vw 


17^>->       \9xyi      (i''^xy 
Xlxzi         i9xzi       Oflxz 

-i\x        -Tix  n 

l"«fi       1^*«ir5      ^-xyz 

alignés  ( sur  ^hy- ) 

c.  Q.  F.  D. 


Celte  démonstration  est,  comme  on  voit,  particulière^  et  repose 
sur  la  propriété  spéciale  qu'ont  les  premières  latérales  d'être  unies 
aux  éléments  latéraux  de  rang  précédent  (points  diagonaux). 

Dans  ce  qui  va  suivre,  il  n'en  sera  donc  tenu  aucun  compte. 

6.  On  peut  appeler  ossature  cVun  ensemble  d^ éléments  latéraux 
l'ensemble  des  45  éléments  de  jonction  ou  d'intersection  des  paires 
d^ éléments  inverses  du  premier  ensemble. 

Cette  ossature  n'est  pas  définie  dans  le  cas  de  l'ensemble  des 
latéraux  fondamentaux  ou  points  diagonaux^  deux  latéraux  fonda- 
mentaux inverses^  tels  oQJi  et  oQ^'v'  coïncidant  tous  deux  avec  le 
point  diagonal  Q^-r.^/o  ^t  leur  droite  de  jonction  étant  donc  indéter- 
minée. Par  définition.,  l'élément  d'ossature  latérale  fondamentale 
correspondant  à  ce  double  latéral  fondamental,  de  soi-même  inverse, 
sera  la  droite  de  Bally  bxy.zw)  qiii  nnit  ce  point  diagonal  au  centre 
de  Salmon  J,,„,. 

Nous  avons  en  vue,  dans  ce  numéro,  l'établissement  du  théorème 
général  qui  va  suivre,  affirmant  la  coïncidence  :  i°  des  ossatures  des 
diverses  textures  réglées  avec  l'ossature  propre  aux  pascales  (points 
de  Steiner);  i^  des  ossatures  des  diverses  textures  ponctuelles  avec 
l'ossature  propre  aux  kirkmanns  (droites  de  Cajlej-Salmon);  3*  des 
ossatures  des  divers  ensembles  de  latérales  avec  l'ensemble  des 
45  points  de  Ballj;  4*^  des  ossatures  des  divers  ensembles  de  points 
latéraux  avec  l'ensemble  des  4^  droites  de  Ballj. 

Théorème  général  de  Ballv.  —  Tout  élément  de  texture  réglée 
ou  ponctuelle  arbitraire.^  relatif  à  un  hexagone.^  est  uni  au  point 
de  Steiner  ou  à  la  droite  de  Caydey- Salmon  du  semi-système 
steinérien  auquel  appartient  cet  hexagone. 

Tout  élément  latéral  est  uni  soit  à  la  droite  de  Bally.,  soit  au 
point  de  Bally ^  relatifs  au  doublet  d^ isodiagonaux  auquel  cor- 
respond cette  latérale» 
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(Le  point,  ou  la  droite,  de  Ballj,  relatif  à  un  doublet  d'isodiago- 
naux,  est  celui  de  ces  points,  ou  celle  de  ces  droites,  qui  est  affecté 
de  la  paire  de  combinaisons  binaires  figurant  dans  l'expression  du 
doublet.  A  deux  doublets  inverses  correspond  le  même  point,  ainsi 
que  la  même  droite,  de  Ballj.) 

Considérons  les  quatre  propositions  suivantes,  respectivement 
désignées  par  Go„i,  b^p-,  ^or+i,  ^ik^^s  {'f'i  p-,  f'i  k^  étant  chacun  un 
entier  donné^  positif  ou  nul)  : 

G^m  •  La  droite  de  texture  supérieure  de  rang  ini^  relative  à 
chaque  hexagone,  est  unie  à  la  droite  de  Gajlej-Salmon  du  semi-sjs- 
tème  steinérien  auquel  appartient  cet  hexagone; 

b-ip  '  Chaque  point  latéral  de  rang  2p  est  uni  à  la  droite  de  Ballj 
relative  au  doublet  d'isodiagonaux  correspondant  à  ce  point  latéral; 

g-ir+i  •  Le  point  de  texture  supérieure  de  rang  2/-  +  i,  relatif  à  un 
hexagone,  est  uni  à  la  droite  de  Cajlej-Salmon  du  semi-sjstème 
steinérien  auquel  appartient  cet  hexagone; 

^2fc+\  '  Chaque  latérale  de  rang  2A  H-i  est  unie  au  point  de  Bally 
relatif  au  doublet  d'isodiagonaux  correspondant  à  cette  latérale. 

Le  théorème  général  est  Fensemble  des  quatre  suites  de  propo- 
sitions : 

G  :     (Go,  G2,  G., 

b  :     (Ôq,  b^,  64,  . 

B  :     (Bi,  B3,  B5, 

auxquelles  vient  s'adjoindre  V extension  légitime  du  théorème  XVJI, 
assurant  la  coïncidence  des  ossatures  de  deux  textures  latéralement 
l'cliées  (de  même  rang  absolu). 

Les  propositions  de  ces  quatre  suites,  relatives  à  quatre  classes  dis- 
tinctes de  propriétés,  s'entraînent  les  unes  les  au  1res  par  un  curieux 
enchaînement. 

Disposons-les  en  une  unique  nouvelle  suite  S,  ainsi  définie  : 
Cette  nouvelle  suite  S,  étant  supposée  partagée,   à  partir  de  son 
extrémité  initiale,  en  quadruplets  consécutifs  d'éléments  consécutifs, 
son  n}^"'''  quadruplet  est,  quel  que  soit./?,  formé  des  quatre  éléments 
de  rang  n  des  suites  précédentes,  pris  dans  Vordre  (G^  h^  g^  B)  : 

S  :     (Go,  60,  gi^  Bi,  G2,  ^2,  é'33  B3,  ...,  G2/J,  btn-,  tt2«-t-i;  Bj/j^-i,  ...). 


.,   G2«,    . . 

.), 

,  c>2n,   •  .  • 

1 

-,   ^2/H-li 

...), 

•  1    "2/1+1, 

.  •  .  ), 
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Nous  établirons  que  :  Toute  proposition  de  cette  nouvelle  suite  S, 
dont  le  j^ang  (àixns  cette  suite)  est  postérieur  au  quatrième^  est  une 
conséquence^  si  elle  est  une  B  ou  une  h^  des  cinq  propositions 
immédiatement  précédentes  (ainsi  que  des  théorèmes  antérieurs  et 
de  leurs  extensions  légitimes);  et  si  elle  est  une  G  ou  une  g^  de  trois 
des  quatre  propositions  immédiatement  précédentes. 

Si  l'on  suppose  démontrée  cette  assertion,  établie  plus  loin  par  les 
lemmes  II  et  III,  le  théorème  général  devient  une  simple  conséquence 
des  quatre  propositions  initiales  de  la  suite  S  ;  c'est-à-dire,  en  défi- 
nitive, une  simple  conséquence  de  V unique  proposition  B^,  les  trois 
premières  G^,  ^05  g{^  étant  déjà  établies,  ou  résultant  d'une  défi- 
nition. 

(Go  affirme  que  chaque  pascale  est  unie  à  son  point  de  Steiner;  60, 
que  chaque  point  diagonal  est  uni  à  la  droite  de  Ballj  qui,  par  défi- 
nition^ unit  ce  point  diagonal  au  centre  correspondant  de  Salmon; 
g^^  que  chaque  kirkmann  est  uni  à  sa  droite  de  Cajlej-Salmon.  ) 

D'ailleurs  cette  proposition  B|,  qui  s'énonce  ainsi  : 

<(  Chaque  première  latérale  ,^J;^,  est  unie  au  point  de  ton- 
cours  ^xy.zu  (point  de  Ballj)  de  V axe  de  Steiner-Plilcker  j\,w  et  du 
côté  dxy^zu.vw  de  V Jiexangle^  » 

va  se  présenter  comme  simple  corollaire  du  lemme  général  suivant, 
lemme  qui  servira  encore  aux  fins  d'établir  :  1°  le  lemme  III  démon- 
trant que  toute  proposition  G  ou  g  de  la  suite  S  découle  de  trois  des 
quatre  précédentes;  1^  la  propriété  des  éléments  de  Depaz  d'être  unis 
aux  éléments  de  Ballj. 

Lemme  géinéral  I.  —  La  latérale  de  rang  in  —  i  (/i  positif  non 
nul)  :  -m-Kq^xyi  l^^  deux  droites  de  Depaz  de  rang  in  —  2  '.on-idZi" 
(^t  iti-^d'lll"^  ainsi  que  Vaxe  de  {m —  2)'^"'*'  ossature  :  2n-2j\'w  sont 
concourants. 

Le  latéral  de  rang  m  :  2/iQJj7  l<^s  deux  points  de  Depaz  de 
rang  m  —  i  :  o„_,D^*;/''  et  2n-\W^^  ^  ainsi  que  le  centre  de  (2/1—1)'^^® 
ossature  :  o/z-i  Jchm  sont  alignés. 

On  peut  se  borner  à  la  démonstration  de  la  première,  par  exemple 
des  deux  parties  du  lemme,  la  seconde  s'en  déduisant  par  simple  per- 

BALLY.  12 
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mil  talion  de  majuscules  et  de  minnscules,   et  augmentation   d'une 
unité  de  la  valeur  aLsokie  de  tous  les  indices  numériques. 

Il  suffit  donc  de  montrer  que  l'une  quelconque  des  deux  droites  de 
Depaz,  soit,  par  exemple,  la  première  s>n-s<^^/S  est  concourante 
avec  la  latérale  et  Vaxe  cV ossature  mentionnés. 


rr  h  ^  /i  " 

in—\f^xyzy       2//-2'*«H'5       'ln--i"^itw 

o-  h^  h  " 

2n-\b  xyu)       ln—i'*zwi       2n-2'^zw 
2At— l^a-rT      1/»— l"a;j»       in—i^zinv 

alignés  sur  %,i-igxyi^ 


'i.n—r^zv' 1      2n-l"a:-jî      2/»— 2^«t'tv 
2«— iViit-î      ±7i—\"-xy\      ^n—i^zvw 

=în—V^zn  t      in—i*£xy)       Zn~iJ nv 

concourantes. 

C.  Q.  F.  D. 


CoROJLLAiRE.  —  Si  dans  l'énoncé  et  le  schéma  précédents  on 
fait  /i  =  I ,  la  latérale  et  l'axe  d'ossature  envisagés  deviennent  respec- 
tivement la  première  latérale  4^J"  el  V axe  de  S teiner-Plitcker  j\,w] 
la  droite  de  Depaz  de  rang  fondamental  od^^'J/^  droite  de  jonction 
des  deux  latéraux  fondamentaux  contigus  oQiT  ^t  oQ^'^7  coïncide  (de 
même  que  l'autre  droite  de  Depaz  od^l^)  avec  le  côté  dxy,zn.i>w  de 
Vhexangle^  et  l'énoncé  du  lemme  se  transforme  en  celui  de  la  pro- 
position B<,  qui  est  donc  établie. 

Lemme  II.  —  La  proposition  ^2n+{  de  la  suite  S  {n  non  nul) 
résulte  des  cinq  précédentes  : 

La  proposition  b-2,i  (n  non  nul)  résulte  des  cinq  précédentes  : 

Gârt-a,      h^ii—i^     g2ii-ii     Bîn-ij      ^ïrf 

De  même  que  pour  le  précédent,  il  suffit  d'établir  la  première, 
par  exemple,  des  deux  parties  de  ce  lemme.  (Nous  supprimons  les 
indices  numériques  respectifs  o  et  i  des  éléments  des  configurations 
de  Steiner  et  de  Cajlej-Salmon.) 

Les  propositions  ^2«-m  ^2ni  o2n+i  (ainsi  que  les  théorèmes  anté- 
rieurs et  leurs  extensions  légitimes)  nous  permettent  d'^écrire  le 
schéma  : 

^Zi'Wi       2  n~\  '^xy,       2/i-hl'' jt-y 

\IU.  TIW 


îixyzi       tii'^vw)       %n'^X'iV 
ë  xyui       %n'''vwi      %n"^vw 


]  vwi        2M-l5^3Mî      %n+\(lxy 


•i xy-i      'i.n^zH  >       2//Vt^(v 

On  vérifie  par  Tanaljse  du  schéma  que  toute  relation  d'incidence 
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entre  deux  éléments  déclarés  unis  par  ce  schéma  ne  résulte,  en 
dehors  des  théorèmes  antérieurs  et  de  leurs  extensions  légitimes,  que 
des  propositions  mentionnées. 

Les  trois  points  de  la  troisième  ligne  du  premier  tableau  étant, 
diaprés  b-in-,  alignés  (sur  la  droite  de  Ballj  bzu.vw)-,  les  trois  droites 
de  la  troisième  ligne  du  second  tableau  seront  concourantes. 

Le  point  de  concours  des  deux  premières  étant,  d'après  ^^in-^t  le 
point  de  Ballj  ^xy.zin  il  en  résulte  la  proposition  : 

B2//+1  :  «  La  latérale  de  rang  2/i  +  i  :  2n+\Çx"y  ^^^  unie  au  point 
de  Bally  :  Bcy.zu  ».  c.  q.  f.  î). 

Lemme  IIL  — La  proposition  G^n  résulte  de  G-^n-^i  S'in-\i  1^2/.~i  '■> 
la  proposition  g2n+\  résulte  de  gin-Kt  Gin-,  b-iw 

11  suffit  encore  d'établir  la  première  partie  du  lemme. 

L'exactitude  admise  des  propositions  Go„_2,  g-in-\i  ^m-K  nous 
permet  d'écrire  le  schéma  incomplet  : 


%n—\^^awi       in—x^'-uv)      in—i^vw 
\Ax  xxx  wxitc 

2/i— 1"mW'>         In  —  X^^uvi        2«— 1  L't^tv 


In—ï^Jxwi      ïn—\(J XV  »             ë n^'w 
.f,XW  „xv ux 

^xwuvj         '^xv'iiwt  ^xyz 

alignés  sur  jyz- 

Les  deux  triangles  du  schéma  sont  donc  homologiques. 

Or  il  résulte  du  Lemme  général  I  que  leurs  sommets  homo- 
logues 27i-iD;'/v"et  2«-iD'/,;'5o/i^  alignés  avec  le  point  in-K^xu-,  lequel 
n'est  autre,  d'après  la  g-m-K-,  qttc  le  centre  de  Salmon  J^„. 

Le  premier  de  ces  deux  triangles  est  donc  aussi  homologique  à 
celui  qui  se  déduit  du  second  quand  on  j  remplace  le  sommet  2n-\^Vw 
par  le  centre  de  Salmon  J^.„.  La  nouvelle  paire  de  triangles  homolo- 
giques est  alors  : 


i'i—y^xwi        2n—\fixi.'i  !-,uvsv 

S'xuv',                ê'xuwi  Tiî~ï'^yz 

f  I X       . T I X  r 

lu-i'^^tn'i       2//— l**//tv>  ^xyz 

alignés. 


Donc,  la  droite  de  jonction  des  points  de  texture  inférieure -j-^r-H"^ 
et  r;jrîH,^',^,,  laquelle  est  la  droite  de  2n'''""'  texture  supérieure  onJi'y.^ 
est  unie  au  point  de  Steiner  G^js.  c.  q.  f.  d. 

Enfin,  nous  avons  réussi  à  fixer  aux  éléments  de  leur  véritable  et 
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commune  ossature  ces  insaisissables  éléments  des  textures  supé- 
rieures^ se  dérobant  sans  cesse  aux  prises  du  raisonnement,  et  n'ac- 
ceptant leurs  chaînes,  par  ensembles  consécutifs  d'éléments  de  même 
rang,  qu'à  la  suite  de  chaque  ensemble  d'éléments  latéraux  de  rang 
absolu  précédent. 

Les  éléments  des  textures  inférieures  viennent  alors  d'eux-mêmes 
s'attacher  aux  éléments  de  Steiner  ou  de  Gajley-Salmon  (extension 
du  Théorème  XVII),  et  le  Théorème  général  est  établi. 

Revenant  maintenant  au  Lemme  général  I,  il  résulte  immédiate- 
ment du  Théorème  général  que  la  droite  d'alignement  ou  le  point  de 
concours  des  éléments  envisagés  dans  le  lemme  est  ^ élément  de 
Bally  affecté  de  la  paire  de  combinaisons  binaires  :  xy.zu^  d'où  : 

Théorème  XXll.  —  Quel  que  soit  /i,  les  quatre  points  de  Depaz 

Di'/i\>  FklV/f'  H''/''  FkH'/t' 

sont  unis  à  la  droite  di  Bally  bxy.zu]  ^t  les  quatre  droites  de 
Depaz 

sont  unies  au  point  de  Bally  B^,-.-,/. 

7.  Théorème  XXIII.  —  Les  trois  points  de  Depaz  de  premier 
rang 

\^xy^       l^xyi       l'-'xyj 

sont  unis  à  la  pascale  qIi]^  . 

Les  droites  de  jonction  de  ces  trois  points  deux  à  deux,  unissant 
chacune  (Théorème  XX)  l'un  des  trois  kirkmanns  :  <HJj^,,  iH,^^,„,  |H;^^,, 
à  l'un  des  trois  points  :  Q^rj.sio  Q.xy.zv)  Q_xy.zwi  se  confondent  toutes 
trois  avec  la  pascale  o^^y-  ^'  Q-  f-  n. 

Théorème  XXIV.  —  Tous  les  éléments  jusquUci  obtenus  appar- 
tiennent à  la  configuration  pascalienne  (au  sens  indiqué  au  début 
du  n"  1). 

On  a  reconnu,  comme  éléments  de  la  configuration  :  les  points 
diagonaux,  côtés,  sommets,  pascales,  kirkmanns,  points  de  Steiner, 
axes  de  Steiner-Plûcker,  droites  de  Gajlej-Salmon,  centres  de 
Salmon. 

L'adjonction  àes  premières  latérales  (portant  chacune  deux  kirk- 


ELEMENTS    SUPERIEURS    DE    LA    CONFIGURATION.  l8l 

manns  et  un  point  diagonal)  est  immédiate;  donc  aussi  celle  des 
points  de  premier  rang  inférieur  (unis  chacun  à  trois  premières 
latérales  et  à  une  droite  de  Cajley-Salmon),  des  droites  de  second 
rang  supérieur  (unies  chacune  à  trois  points  de  premier  rang  infé- 
rieur et  à  un  point  de  Steiner),  des  points  de  Bally  (unis  chacun  à 
deux  premières  latérales,  à  un  côté  de  l'hexangle  et  à  un  axe  de 
Steiner-Pliicker),  àe.s  fausses  pascales  (portant  chacune  trois  points 
de  Ballj  et  un  point  de  Steiner). 

Les  points  de  Depaz  de  premier  rang  appartiennent  aussi  à  la 
configuration  (chacun  d'eux  étant  commun  à  deux  premières  latérales 
contiguës  et  à  une  pascale),  d'où  résulte  la  même  propriété  pour  les 
droites  de  Ballj  (unies  chacune  à  un  point  diagonal,  à  un  centre  de 
Salmon  et  à  quatre  points  de  Depaz  de  premier  rang),  et  pour  les 
faux  kirkmanns  (unis  chacun  à  trois  droites  de  Ballj  et  à  une  droite 
de  Gajley-Salmon). 

Enfin,  un  élément  latéral  de  rang  arbitraire  est  uni  à  un  élément 
de  Ballj  ainsi  qu'à  deux  éléments  de  la  texture  supérieure  de  même 
rang  que  cet  élément  latéral  et  précédemment  obtenue;  un  élément 
de  texture  inférieure  est  uni  à  trois  éléments  latéraux  de  même  rang 
absolu  et  précédemment  obtenus,  ainsi  qu'à  un  élément  d'ossature; 
un  élément  de  texture  supérieure  est  uni  à  trois  éléments  de  texture 
inférieure  de  rang  absolu  précédent  et  précédemment  obtenus,  ainsi 
qu'à  un  élément  d'ossature;  un  élément  de  Depaz  est  uni  à  un  élément 
de  Balij  ainsi  qu'à  deux  éléments  latéraux  contigus  de  ce  même  rang 
précédemment  obtenus.  c.  q.  f.  d. 

8.  Si  l'on  considère  deux  triplets  d^ associés  irrégulièrement 
homologues  :  WJ^.^  et  WJJ,  .^  les  deux  triangles  d'éléments  d'une 
même  texture^  relatifs  aux  hexagones  de  ces  triplets,  sont  homolo- 
giques,  les  éléments  principaux  de  cette  homologie  étant  un  point  et 
une  droite  de  texture. 

Ainsi,  les  deux  triangles  jjj—ç^Z{z)  ^^  TK^^i'iz)^  ^^i  coïncident  avec 
les  triangles  inh^m  ^^inh^^w),  sont  homologiques  par  le  centre  2n-i^Zy 
et  l'axe  jj-Jv^y,  comme  l'indique  le  schéma  suivant  : 


Hr 

ln-i"»'iz) 


flx        uj;        xJx 

2«-1**H'm;     î/i-l'^WP"?     2/1— 1**H'>- 

H^     H>'     ny 

2  «-!**»'«>    in~i^*^wi>t    2«— l**H'a: 

concourantes  en  2/i-iH'^' . 


tn'i^zui    in'^zv:    In^zy 
ifi'i'zui    ^n'I'zv)    2n'^zx 

2m\£c«?    inO.zi' )    ^.rj- 

alignés  sur  Yn^xy 


iJl-^zt 
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On  n'obtient  donc  ainsi  que  des  éléments  déjà  obtenus.  Mais  les 
paires  de  iriplets  d' isodiagonaux  irrégulièrement  homologues , 
telle  la  paire  W^l!^  et  W  J,'^,  nous  conduiront  à  de  nouveaux  éléments. 

Les  deux  triangles  2n+\^yz  et  2^+1  Hi,'^^  sont  homologiques  par  le 
point  de  Steiner  G«,,(v,  les  droites  de  jonction  de  leurs  sommets  homo- 
logues étant  deux  droites  de  texture  et  une  droite  de  Gajlej-Salmon 
unies  à  ce  point  (premier  schéma  du  Théorème  XXV). 

Leur  axe  d'homologie  sera  par  définition  Vaxe  irrégulier  supé- 
rieur de  rang  2/i  +  i  relatif  à  la  paire  de  triplets  envisagés^  et 
sera  désigné  par  la  notation  2ri+\i'jly  > 

De    même,   l'axe    d'homologie    des   trianoles  — xtHS^  et  t--tW!'^. 

'  O  02/1  +  1.)*'  ill+1         -3X    ' 

]iomologiques  par  le  même  point  de  Steiner  G,ivw)  sera  un  axe  irré- 
gulier inférieur  de    rang  2/1  +  1,  et   sera   désigné   par  l'expres- 


sion 


r--/H' 


2  n+1  ".•:)■ 


On  définit  de  même  les  centres  irréguliers  supérieur  ou  inférieur; 
2/J,rf*  ou  yTiM-y'  1  comme  centres  respectifs  d'homologie  des  paires  de 
triangles  2nh''yV  et  2J^Txi  oujjih^^^^'J  eljjih^^'^,  homologiques  par  la  droite 
de  Cajlej-Salmon  gu^w 

Théorème  XXV.  —  i"  Les  deux  points  de  Depaz  2«+iL)".^" 
et  27?-f-it).r)'i  ^^  latéral  2«+2QJ(î  et  le  point  de  texture  infé- 
rieure J^;;^H~^^^,sont  alignés  sur  Vaxe  irrégulier  supérieur  2n+\ix-^' 

2"  Les  deux  points  de  Depaz  on+iD;^"  et  2n+\^xyi  l^  latéral  inQ^^xy 
et  le  point  de  texture  supérieure  o/i+iHJ;^  sont  alignés  sur  l'axe 
irrégulier  inférieur  -tti—J^Vv'' 

3°  Les  deux  droites  de  Depaz  2nd[',!.y  et  ^nd'J^yi  l(^^  latérale  2n+\CJzilr 
et  la  droite  de  texture  inférieure  Yri^'tii>  ^<5'^^  concourantes  au 
centre  irrégulier  supérieur  2nVI^' 

4°  Les  deux  droites  de  Depaz  ^ud'^y  et  ^nd^ly-,  Ic^  laiérafe  2n-\(l'x'y 
et  la  droite  de  texture  supérieure  2iJKii>  sont  concourantes  au 
centre  ir régulier  inférieur  ^1.^^*'- 

Pour  établir  par  exemple  la  première  de  ces  quatre  propositions, 
considérons  d'abord  les  deux  triangles  2«+iH^"'^  et  o/z+jHJ.'^^.',  dont  l'axe 
d'homologie  est  par  définition  l'axe  irrégulier  supérieur  2njf\^xy'  • 


2  7i4-l*A-..r 


Hit  TTC                             UX 

*-.  .  .       yzi  S/Î-Hl'ly-C)  2n+l")-^ 

H  II  \ji>               j\y 

...  ,  X      zx')  'in+\^^zxi  'in-\-\'-^zx 

h"  — Jt^                      o- 

2/r'»HA')  ^n"'Wu->               b  xyz 

concourantes  en  Guvw. 


j-,VX  r/tlX  n'I^ 

?./l-hiÇyzi        in-hlÇyz  5        2n-i-lÇ yz 

^'i+^i9zjci      2n+lÇz:cy       in-hlÇzx 
>.n-hl^xyi     in+l^xy  :      zn+i^^in' 

alignés  (sur  ^n+\ixy)' 
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Reste  à  montrer  que  les  deux  points  jir+î'^'^li'i  2ra+2Qc,!-<>  et  l'un  des 
deux  points  de  Depaz,  soit  le  point  2«4.<D','.|%  sont  alignés  : 


2  "  -t-  1       . 

li)'  UZ  ^-r^    ,  . 


'2 11+ l'axai       '2/i+i"xiii       ^^: 


coneouranies  en  Ozvw 


^-  7  ^  y  10 

^..  .  ^    xw)      in-hi'^zivi      tn-^-\^zx 

J,Z  Uy  rt^'f 

2/i+2''vtvi       2/H-2"sH'5       tli^-X^J  yz 

HZ  Ci-^'y  n«/- 

alignés  (sur  ^n+ii%'^)- 

G.  Q.  F.  D. 


Les  éléments  irréguliers,  unis  chacun  à  quatre  éléments  déjà 
obtenus,  appartiennent  donc  à  la  configuration.  Chaque  ensemble 
de  rang  donné  supérieur  ou  inférieur  d'éléments  irréguliers  contient 
i8o  éléments. 

Les  centres  irréguliers  de  rang  fondamental  q\  coïncident  quatre 
par  quatre  avec  les  45  points  diagonaux  oQ  (par  exemple,  qI'ij''?  point 
de  concours  des  deux  droites  de  Depaz  de  rang  fondamental  o^.'îy 
et  o<^lyj  lesquelles  sont  ici  les  côtés  dxy.zu.vw  et  dxy.zv.wui  de  la  laté- 
rale i^JJ,  et  de  la  pascale  -jj/i^,,,  coïncide  avec  le  point  diagonal  oQ"»,)* 

Les  axes  irréguliers  de  premier  rang  inférieur  coïncident  trois  par 
trois  avec  les  pascales;  les  trois  axes  :  -ily\  jCJ-',  \V!y^^  unissant  chacun 
l'un  des  trois  kirkmanns  iH^^,,  iH|^^,„,  jH^^^,  à  l'un  des  trois  points 
diagonaux  oQî-'v?  oQî;y5  oQ^y?  coïncident  avec  la  pascale  ô^^Jy- 

C'est  à  celte  singularité  qu'est  due  la  propriété  particulière  aux 
points  de  Depaz  de  premier  rang  d'être  trois  par  trois  unis  aux  pas- 
cales. 

Trois  éléments  de  Depaz  de  même  rang  et  respectivement  affectés 
de  F  un  des  trois  cortèges  d'indices  :  ;(',  ;/;',  ','y.'',  forment  un  véritable 
triangle  (sauf  le  cas  des  points  de  premier  rang). 

Désignons  par  2n^i^z.a:y  le  triangle  des  trois  points 

Dz] Il  H-/''  T"» -/•-*'  • 

-..  ,  X      xy  y       lu+-l*-'xyy       2jL+V'-'jcy    5 

par  2n+\^xy.z  le  triangle 

Du  !z  ri''/3  r\HV3 . 

-..  ,  .     xy  ■>       tn+-i^xyi       2M-)-l^a.-y   5 

et  adoptons  une  notation  analogue  pour  les  éléments  irréguliers. 
Il  résulte  alors  du  Théorème  XXV  que  : 

Les  triangles  ^n+x^z.xy  et  ^■jj-^iz:.ry  coïncident,  de  même  que  les 
triangles  2u+i^xy.z  et  2«+i^-.a-j- 

(Observation  analogue  pour  droites  de  Depaz  et  centres  irréguliers- ) 
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9.  Les  éléments  de  Depaz  déjà  étudiés  étant  maintenant  qualifiés 
à^ ordinaires^  tel  le  point  2«+jD^Ç'j  intersection  des  axes  irrégu- 
liers 2n+\i'ly  et  2n+ii'.vy^j  appelons  :  point  de  Depaz  singulier,  et 
désignons  par  ^ti+i^j-/  le  point  commun  aux  axes  irréguliers  2«+i^ry 

pi.  .'HfU 

En  rétablissant  momentanément  pour  les  éléments  latéraux  et  les 
éléments  ordinaires  de  Depaz  les  notations  surlignées  des  rangs  infé- 
rieurs, et  observant  que 

les  deux  points  ordinaires  de  Depaz  supérieur  et  inférieur  :  on+i^^ry 
et  jj^Y)''Jy,  coïncident  en  un  seul,  commun  aux  quatre  axes  irrégu- 
liers : 

27i-Hl*'.C)   j       2fi+l''jcy  ?       2fi+l''Xy)       •2n+l''xy  • 

Il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  éléments  singuliers  A;  le 
point  2n+i^Ay-)  commun  aux  axes  irréguliers  supérieurs  2n+<(rj 
et  2Ji+\ixy~i  est  distinct  du  point  Tjj:^^jy-,  commun  aux  axes  infé- 
rieurs Yn+ï^^'y  ^^  i^i+T^rjS  ees  quatre  axes  n^ étant  pas  concourants, 
puisque  le  premier  et  le  dernier  concourent  au  point  ordinaire  de 
Depaz  2/1+1 D^^",  tandis  que  le  second  et  le  troisième  concourent  au 
point  ordinaire  2n+\^j'^' 

Théorème  XXVI.  —  Tout  comme  les  éléments  ordinaires,  les 
éléments  singuliers  de  Depaz-  sont  unis  aux  éléments  de  Bally. 


2  n+2'1-^,1  >       2  «+2  "  zii  i  ê'.vy 

A.r  JfX  /,»' 

2«  +  2'    "•«'        2/<  +  2"3"'         2'J  +  2     C« 


alignés  sur  j'^u- 


WZIt 


2/<+H^jv'       2«+l"a:i'>       2«+2Vc/t 
2«+2Vij;U'?        2«4-2QyHM        in-hiQ_xy 

jXlW  /.V/H'  / 

in-hi^zn    5        2n+\''zii    j  f^'xy.zu 

concourantes  (en  in->r\^zu')- 

G.  Q.F.  D. 


Les  éléments  singuliers  de  Depaz,  unis  chacun  à  deux  éléments 
irréguliers  et  à  un  élément  de  Ballj,  appartiennent  donc  à  la  confi- 
guration. 

10.  Deux  triangles  d'éléments  d^une  même  texture  supérieure 
ou  inférieure,  relatifs  aux  deux  triplets  W:^.^  et  W^J.,  conjugale- 
ment homologues  et  formés  l'un  d^associés,  V Autre  d' isodiagonaux, 
sont  homologiques  par  un  centre  ou  un  axe  d'ossature  (voir  schéma 
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Théorème  XXVÏI);  l'autre  élément  principal  de  leur  homologie  est 
pat-  définition  un  axe  ou  un  centre  de  mixte  conjugaison. 

L'axe    d'homologie   des    triangles    on+iH^^)    et   2«+|HJ^^,    et   celui 

et  77i+ï-H[^|,   seront  respectivement   désignés 


des    triangles 
l^ar  ^„^,ni';,  et 


•111+].^^  y{z) 
/>»» 


Le  centre  d'iiomologie  des  triangles  ^jJ^^iz-.  ^^  inh^x]^  ^^  celui  des 
triangles  —J^'y^z)  ^^  Tn^^%-)  seront  respectivement  désignés  par  2iM-']iz 


et M'*'. 


TirF.onkNfK  XX VIL  —  Les  trois  axes  irréguliers  supérieurs 


,'riy  l'xiy  ixiv 


concourent  au  centre  de  mixte  conjugaison  2»i+2jMj* 
Les  trois  axes  irréguliers  inférieurs 


/-r /  \  ■        -x  ly        •  VI  y 


concourent  au  centre  de  mixte  conjugaison  — M^*/,. 
Les  trois  centres  irréguliers  supérieurs 

.  jxiy  T.r/j  tj^O" 

sont  alignés  sur  l'axe  de  mixte  conjugaison  2n+\f^K/z' 
Les  trois  ce Ji très  ir réguliers  inférieurs 


T.r/.>- 

2«    fH>    5         2 


2  /f  '  «  i' 


sont  alignés  sur  Vaxe  de  mixte  conj ugaison  ■^j^^m]^.. 

La  première  de  ces  quatre  propositions,  par  exemple,  résulte 
de  ce  que  les  droites  de  jonction  des  sommets  homologues  des 
triangles  2«4-2^*v{3)  et  27^-^-2^^S  (^^^^  concourent  par  définition  au 
point  2«+2M;*}.)  sont  précisément,  en  vertu  du  Théorème  XX F ^ 
et  comme  l'indique  le  schéma  suivant,  les  axes  irréguliers  men- 
tionnés : 


J,x 

2«-(-2"v-(-) 

2n-+-2''^-j 


2/H-2"yK1        in+2"yç>^        2M-(-2"jti' 

1,11  l,v  l,w 

in-h^''xy^      2n-h2'txyi      2n+-2''xy 


^xyiii 


^.r ->•»•» 


'xyw 


alignés  sur  jxy 


Wx  wx 

2n+2^xy, 


Qvw 
xy 


2«+«  **;»' 

QMf 
XY 


•XI  y 


'X  l  y 
2n-+-l^i\'//  1 


•X  ly 
2«  +  l'«i' 


concourants  en  tn-^i^'^riz' 

C,  Q.  F.  D. 
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Les  éléments  de  mixte  conjugaison,  éléments  de  jonction  ou 
d'intersection  de  trois  éléments  irréguliers,  appartiennent  donc  à  la 
configuration.  Chaque  ensemble  de  rang  donné  contient  120  tels 
éléments. 

Les  axes  de  mixte  conjugaison  de  premier  rang  supérieur  coïn- 
cident deux  par  deux  avec  les  pascales^  et  les  centres  de  mixtes  con- 
jugaison de  rang  fondamental  coïncident  deux  par  deux  avec  les 
kirkmanns. 

Théorème  XXVIH.  —  Les  éléments  de  mixte  conjugaison  de 
'chaque  ensemble  sont  unis  six  par  six  soit  aux  points  de  Steiner, 
soit  aux  droites  de  Cayley-Salmon. 


IjX  ^  /)  X  1,  X 
IjX               J,X                               J,W 

•2n+-2''^i\>ui       2/i+2''H't')       2n+2'.'xy 
^xwitj  ^.vwi"i  ^xwy 

alignés  sur  jxw 


iJ.r  XIX         l\x 

xy  1        2  n-¥i  V  xy  ■>        2  rt-f-3  "  y - 

{XI  y  -xly 

^7l+\''^>v^>  >        in-\-\f'wu  }  ëxyz 

concourantes  en  ïn-h%^^yiz- 

C.Q.F.D. 


IL  Théorème  XXIX.  —  Les  deux  centres  de  mixte  conju- 
gaison 2«M»./i.  et  2/iM],,^,,,  le  centre  ir régulier  oïJxj'  et  le  point  de 
texture  2«_)H^^.,  sont  alignés. 

Les  deux  centres  de  mixte  conjugaison  — M;"^,/^  et  — Mf,,/,,,  le 
centre  irrégulier  —yi'y'  et  le  point  de  texture  -^tt+j-H^  ,  sont  alignés. 

Les  deux  axes  de  mixte  conjugaison  2n-{-\i^^'wh>et  an+i'^'u'/f?  Vaxe 
irrégulier  ^lu^dV/  et  la  droite  de  texture  ivKxyi  sont  concourants. 

Les  deux  axes  de  mixte  conjugaison  jj^^f^^'llu,  et  Yjrn^^^^^^'^i  ^'^'-^^ 
irrégulier-z^j^^i'^l"  et  la  droite  de  texture-^^^f^^^  sont  concourants. 

Soit,  par  exemple,  la  première  de  ces  quatre  propositions  : 


H'' 

•ln+\.^^xyi 

^  XVl 

l\x 

•211-  1  *^/M'3 

2«QifTv 

ëxvwi 

2n-l''yz     1 

^XY 
2n"xv 1 

gxyi' 
•2n-iÇxy 

concourantes  en 

•2u"yz 

XIX 

2n^^\lli>, 

in*^xy  ) 

alignés. 

in-l"xy 
C.  Q.  F.  D. 

Les  droites  d'alignement  et  points  de  concours  des  quadruplels 
d'éléments  mentionnés  dans  l'énoncé  seront  respectivement  dési- 
gnés par 

inj  xy  :       2iiJ  xy  i      2/i4-l  ^  xy  i      '2/H  l  *■  xy  • 
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Ce  seront  les  éléments  transversaux  de  la  configuration,  à  laquelle 
ils  appartiennent  évidemment. 

12.  Il  résulte  du  Théorème  XXV  que  les  trois  éléments  irréguliers 
de  même  rang  arbitraire  supérieur  ou  inférieur,  et  respectivement 
affectés  de  l'un  des  trois  cortèges  d'indices  '[['y,  ^.(^î',  i';,';.,  sont  unis  à  un 
même  élément  de  texture,  de  même  rang  absolu  que  ces  éléments 
irréguliers,  mais  de  classe  opposée  (c'est-à-dire  inférieur,  si  ces 
éléments  sont  supérieurs,  et  inversement)  et  relatif  à  l'hexagone  V;;^,. 

Si  l'on  considère  trois  éléments  irréguliers  de  même  rang  respec- 
tivement affectés  de  l'un  des  trois  cortèges  d'indices  ^.^^,  j:,^%  •J^(f.,  on  a 
le  théorème  suivant  : 

Théorème  XXX.  —  Les  trois  axes  supérieurs 
sont  concourants^  de  même  que  les  trois  axes  inférieurs 

j\iz        -xiz        /.>■/- 

•^ii+l''xy  1       •lii  +  i''ysv  1       'Zn-\-\'-\yx  • 

Les  trois  centres  supérieurs 

Jwtz  ixiz        „    f.v/; 

sont  alignés^  de  même  que  les  trois  centres  inférieurs 

■lit^xy"!       211*  yw  1       ■J.ii^wx' 

Il  suffit  d'observer  que  les  trois  axes  irréguliers  supérieurs  men- 
tionnés, par  exemple,  sont  {par  définition^  les  trois  axes  d'homo- 
logie  deux  à  deux  des  trois  triangles  : 

H(-)  T-ï(  =  )  W  ~ 

lesquels  sont  deux  à  deux  Jiomologiques  par  le  ntême  centre  Gznr-,  les 
droites  de  jonction  de  leurs  triples  de  sommets  deux  à  deux  homo- 
logues étant  les  deux  droites  de  texture  inférieure  ^/il't,,  jj-Ji^zut  et  la 
droite  de  Caylej-Salmon  gwxy  c.  q.  f.  d. 

Les  points  de  concours  et  droites  d'alignement  des  éléments  de 
l'énoncé  seront  univoquement  rattachés  à  l'hexagone  VJ^^j,;  ils  seront 
désignés  par  les  mêmes  lettres  spécifiques  H  ou  li  des  éléments  de 
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texture;  leur  rang  sera  représenté  par  un  couple  de  nombres^  formé 
du  nombre  o  (zéro)  et  du  7'a/iO'( supérieur  ou  inférieur)  des  éléments 
irréguliers  dont  ils  dérivent. 

Les  quatre  éléments  obtenus  par  le  Théorème  \XX  seront  donc 
respectivement  désignés  par 

Les  divers  ensembles  de  ces  éléments  s'appelleront  :  les  textui'cs 
spéciales  fondamentales  de  la  configuration.  Ces  éléments  appar- 
tiennent évidemment  à  la  configuration,  comme  éléments  d'union  de 
trois  éléments  (irréguliers)  de  la  configuration. 

Théorème  XXXI.  —  Les  textures  spéciales  fondamentales  ont 
même  ossature  que  les  textures  ordinaires. 

Il  faut  établir,  par  exemple,  que  les  trois  droites  :  2«+W.rv^5  2n-^\i'ywi 
^zuv)  sont  concourantes  (le  point  de  concours  des  deux  premières 
étant  o;2«+iHi;ç,). 


2/t+2'*'>'»';      ^u-\--y^xyi      in+ï'^xw 
gxuvi  gwiivi       In-hX^xw 

HX  TJi»'  Xi 


alignés  sur  ïn+zqfi 


xw 

V  • 


FT  "'       H-^  T 

jWlZ  j'XlZ  rr 

in+l''xy  y       2/H-l'^y»v  >         è  znv 

concourantes. 

c.  Q.  F.  D. 


Théorj:me  XXXII.  —  A  chaque  texture  spéciale  fondamentale 
est  unie  une  nouvelle  texture.,  qui  admet  pour  ossature  V ossature 
fondamentale  (de  Steiner  ou  de  Gajley-Salmon)  complémentaire 
de  celle  de  la  texture  spéciale  envisagée. 

Il  suffit  de  montrer,  par  exemple,  que  deux  quelconques  des  trois 
points 

sont  alignés  avec  le  point  de  Steiner  Owxy 


Qxy  C\^y  \wiu 

'^xy.vwi  f^xy.wzi  f^xy.zv 

concourantes  en  K^^. 


in+Xf-xy  ■>  in+\^xy  >      in+u"xy 

f!!^U\'W^  ^wzu->  g  zuv 


C.  0.  F»  D. 


alignés. 
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La  droite  d'alignement  des  trois  points 

Hu'  lAw  l^i'.v 

et  celle  des  trois  points 

iJw  TJtr  „ TI"' 

droites  unies  au  point  de   Steiner  Gwxy:    seront    respeclivement 
désignées  par 

Le  point  de  concours  des  trois  droites 

/,H>  UW  LW 

Q;in"-iis.n       0;2«'^3«)       Q;ln'^i>zi 

et  celui  des  trois  droites 

UW  „   UW  „  UW 

0,Z/l''lH''l        0,îu"^ZU^        0;^/i'*^C5 

points  unis  à  la  droite  de  Cajlej-Salmon  ^n'o-j,  seront  respectivement 
désignés  par 

Hu'         Qt         . H"^ 
•  ,.,.     xy      ^^      1  yi.'i^xy 

La  notation  adoptée  pour  l'indice  numérique  voisin  de  la  lettre 
spécifique  est  la  notation  pp\  et  celle  adoptée  pour  l'indice  numé- 
rique précédant  le  point-virgule  est  la  notation  ru  (voir  n"  5). 

L'ensemble  de  chaque  texture  spéciale  fondamentale  et  de  la  tex- 
ture qui  lui  est  unie  se  divise,  tout  comme  l'ensemble  de  deux  tex- 
tures ordinaires  unies,  en  six  figures  polaires. 

Les  éléments  latéraux 

riXy  f^xy  C\xy  C\xy 

seront  respectivement  définis  comme   éléments    d'union  des  paires 
d'éléments 

(o;2n+ï^zu    6t    o;2n-t-lH^„)5       io;>/i+i^zu    ^t    0;2//+i  H->.^^  ), 

(.';2«Hf„  er,  l;,.^m•J,     (i';l7ïH?„  et  i-.TTjm'J. 

Théorème  XXXllL  —  Chaque  texture  spéciale  fondamentale 
est  latéralement  reliée  à  une  noui^elle  texture  qui  a  même  ossa- 
ture que  la  première. 
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Chaque  texture  unie  à  une  texture  spéciale  fondamentale  est 
aussi  latéralement  reliée  a  une  nouvelle  texture  de  même  ossa- 


ture. 


Il  faut  établir,  par  exemple,  que  les  trois  latérales 


fXy 


xy 


,xy 


0;2rt-+-1^3;[5      0;2rt+l<7-i;?      0;2«+-1^2,i 


sont   concourantes    en    un   point    uni    à    la    droite    de  Cayley- 
Salmon  gxyz\  et  que  les  trois  latéraux 


r;2n+l 


r;2/i+l 


Ç^xy 


l';î«+l 


^l 


sont  alignés  sur  une  droite  unie  au  point  de  Steiner  Gxyz- 

11  suffît  de  montrer  que  deux  quelconques  des  trois  éléments  laté- 
raux envisagés  sont  concourants  (ou  alignés)  avec  Félémerit  d'ossa- 
ture  mentionné,   comme  il  résulte  des    deux  schémas  suivants  (i° 

et  2°)  : 


S'zxi'i      éiZXiii      \';ïn-^\i^yw 

alignés  sur  gzm" 


^zxvi      ^zxu^      o;2n-+-l"yw 


0;2«+lHf,^, 


Ct  g 


H  y 
>.,.,.  ,  .     xw 


Jzvj  J zw)  f?  xyw 

concourantes  en  G-„(,. 


HX  1 

......  .  X       ZVl  ^  zx 

0;ln^\^zui       ^•,'ln+V^zvi  ^  zy 

0;2/i+l^^;f,       0;2/H-l^?^\  gxyz 

concourantes. 

c.  Q.  F.  î) 

r;2«+l"lw>         \.';iii+i'^zvi      J  zx 
\'\ln+\f*-zui        i';2n+l'^zi^^      J  zy 

l';2/i+lQ^,{,       r;2«4-lQf/j       ^xyz 

alignés. 


c.  Q.  F.  D, 


Le  point  de  concours  des  trois  droites 


.xy 


xy 


,xy 


yf^l  v-»iA/V  y-ïi^> 

(i;in+\^z'u->      o-ln+lÇ-iJi      0;2«+-l7c.\o 


désigné 


point    uni   à  la    droite   de   Cayley-Salmon   gxyz-)     sera 
par  i.,.2,,+irl^^.. 

La  droite  d'alignement  des  trois  points 

-/Ji       l';2«-+-l^;-^  »       l'.2M  t-lVcv' 

droite  unie  au  point  de  Steiner  G.rjs,  sera  désignée  par 2.,„^i/i~^.. 

Les  éléments  latéraux  précédents  sont  unis  aux  éléments  de  Ballj, 
et  l'élément  d'union  de  deux  de  ces  éléments  latéraux  co/i^i^W5,  assi- 
milable à  un  élément  ordinaire  de  Depaz,  est  aussi  uni  à  un  élément 
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de  Bally,    comme  le  montrent  les   quatre   schémas  suivants  (3*^,  4''î 


-H^ 


•2/i+i  '■■^Zin 


QCU' 
■rv 


^ri+2"-viv 


h^ 

"■VW1 


2«+2 


xy'A'w 


concourantes  en  in-¥i^f<w' 


•XI  y  -y  IX  xy 


JYIX 

,^xzu^ 


2«+lV»r  1       2/1+1^  X  y 


S'y-zii-i 


J< 


f^XVWi 


Jzn 


\jx        Xi  y  n 

alignés  sur  zn-hiqH-v- 


HX  TJ.>"  R 

„,.,.  .  .      ;;«)        0;2/i4-l"zMj  ^xy.zit, 

alignés  (sur  o;2n+i5'f,r)- 

0;2«+I"t'.\'i       0;2rt+l"('(Vî       2«+2V.t-.) 


l';2n+l'^zu:       i';in+ 


ihL, 


xy.za 


5" 


./.H. 


H, 


G.riM 


G'^ 


alignés  sur  oJrf.^y. 

^xyzi       ^xyuz       0;2 11+ l^i^v 
oQyz  îO      QyFi^  J  cn' 

concourantes  en  iHjf,^,. 


concourantes  en  l'.^^+iQ?^/^'. 

Ha;  TJ.r  T 


^xz.ya^ 


B 


f«.j-- 


iDî"/-)" 


0;2«-I-1^>-;7j       0;27iH-l2'.)-2  ?       ^C^^.CiV 

concourantes  (en  o;2;i+iDf//). 

l';2n+lflyiii       \';ïn+\nfzi  J  xy 

f^.rz.ytit  '^xii.yzi      ^'.fy.zn.i'iv 


Qxz  ,  O-^"" 

)fo      l';2?i-hlVyz  j 

alignés  (sur  i';2n+i(^lfu  )- 


^*ZU.i'\\' 


Ces  propriétés  suffisent  pour  assurer  Fapplicalion  alternative  indé- 
finie, aux  textures  spéciales  fondamentales,  des  opérations  R  et  U,  la 
première  opération  appliquée  étant  soit.R,  soit  U. 

Il  suffit  de  répéter  les  théorèmes  établis  pour  les  textures  ordi- 
naires (en  tenant  compte,  pour  l'établissement  des  schémas,  de  la 
difterence  des  notations,  celle  adoptée  pour  l'indice  voisin  de  la 
lettre  spécifique  étant  j9yj',  et  pour  le  premier  indice,  ru). 

A  partir  de  la  texture  spéciale  fondamentale  o,2«+iH,  par  exemple, 
la  Z:'*™®  texture  obtenue  par  l'application  alternative  des  opérations  R 
et  U,  ^opération  U  étant  appliquée  la  première^  sera  caractérisée 
par  le  cortège  antérieur  A';  2/i-l-i,  où  le  nombre  k  est  aff'ecté  d^uii 
simple  accent.  Cette  texture  sera  réglée  et  aura  pour  lettre  spéci- 
fique A,  si  k  est  de  la  forme  \p  -+- 1  ou  ^p  -\-  2  ;  elle  sera  ponctuelle 
et  aura  pour  lettre  spécifique  H,  si  k  est  de  la  forme  ^p  ou  4/>  —  i  • 

A  partir  de  la  même  texture  spéciale  fondamentale  ^gn+iH,  la 
^.lèBw  texture  obtenue  par  application  alternative  des  opérations  R 
et  U,  V opération  R  étant  appliquée  la  première^  sera  caractérisée 
par  le  cortège  antérieur  k"\  in  -\~\  .^  où  le  nombre  k  est  aflecté  d^ un 
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double  accent.  Elle  sera  ponctuelle  et  aura  pour  lettre  spécifique  H, 
si  k  est  de  la  forme  ^p  ou  /\p  -{-  \]  elle  sera  réglée  et  aura  pour  lettre 
spécifique  Ji^  si  A"  est  de  la  forme  ^p  —  i  ou  ^p  -\-  1. 

Chaque  texture  spéciale  fondamentale  définit  donc,  comme  la 
texture  des  pascales,  une  infinité  de  textures,  d'ensembles  de  latéraux, 
d'ensembles  d'éléments  de  Depaz,  d'ensembles  d'éléments  irrégu- 
liers, etc. 

De  l'un  de  ces  nouveaux  ensembles  d'éléments  irréguliers,  on 
déduira  une  nouvelle  texture  spéciale  fondamentale,  et  de  cette 
dernière,  une  nouvelle  série  de  textures  et  d'ensembles  divers,  etc. 

L'expression  la  plus  générale  d'un  élément  obtenu  est  formée  de  la 
lettre  spécifique  de  cet  élément  (A,  H,^,Q,  «?, D,  8,  A,  i,I,  m, M,/, F), 
suivie  de  son  cortège  d'indices  littéraux  et  précédée  d'un  cortège 
d'indices  numériques 

k\     r\     ...  ;     5 ;     t',     /? , 

où  chaque  lettre,  sauf  la  dernière.^  représente  un  entier  affecté  soit 
d^un  simple^  soit  d\in  double  accent  (notation  ru).,  la  dernière,  /z, 
représentant  un  entier  surligné  ou  non  (notation />/>'). 

Tout  élément  A,  H,  m,  M  est  uni  à  un  point  de  Steiner  ou  à  une 
droite  de  Gajlej-Salmon,  et  tout  élément  q^  Q,  d,  D,  0,  A  est  uni  à 
un  élément  de  Bally. 

13.  Les  textures  spéciales  fondamentales  déduites  des  éléments 
irrégiiliers  :  de  rang  fondamental.,  de  premier  rang  inférieur., 
de  premier  rang  supérieur^  de  second  et  de  troisième  rangs  infé- 
rieurs^ présentent  certaines  singularités,  dues  à  la  propriété  de  la 
texture  des  pascales  d'être  latéralement  reliée  à  elle-même. 

i'*  Les  trois  centres  irréguliers  de  rang  fondamental  oI^/î  oIÎT, 
oT;/."^  coïncidant  (7)  avec  les  trois  points  diagonaux  Q^^^^,^^,  Qjh'.^/c, 
Çlxw.iu'^  la  droite  de  texture  spéciale  fondamentale  ojo^^w't'^  droite  de 
jonction  de  ces  trois  centres  irréguliers,  n'est  autre  que  la  pas- 
cale ah^^'t^^  et  les  divers  ensembles  déduits  de  cette  texture  spéciale 
fondamentale  ne  sont  autres  que  les  ensembles  ordinaires  déduits  de 
la  texture  dés  pascales. 

2**  Les  trois  axes  irréguliers  de  premier  rang  inférieur  -i]^^^  j^xz^^ 

-i^.''",  coïncidant  respectivement  (7)  avec  les  trois  pascales  /i^^,  ^h^^., 

A^-,  le  point   de   texture    spéciale   fondamentale    oiT^^^f^'    point    de 
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concours  de  ces  trois  droites,  coïncide,  de  même  que  les  deux  autres 
points  ojH;;,,,  et  o;ïH",,„  avec  Le  point  de  Steiner  Gxyz,  et  la  texture 
spéciale  fondamentale  ^.jH  se  réduit  à  la  configuration  G  de  Steiner. 
Celle-ci  est  latéralement  reliée  à  elle-même  et  la  texture  qui  lui 
est  unie  se  réduit  à  la  configuration  j  des  axes  de  Steiner-Pliicker. 

3"  La  texture  spéciale  fondamentale  0;|H  relative  aux  axes  irrégu- 
liers de  premier  rang  supérieur  </,  coïncide  avec  la  texture  des 
kirkmanns,  chaque  axe  ot'^"'  étant  uni,  comme  on  va  le  montrer, 
au  kirkmann  jH)^*"^. 

Il  suffit  de  prouver  que  les  trois  points  oQ^h^^  îH^,,,  iH^/^,  sont  ali- 
gnés,  la   droite   de  jonction  des   deux   premiers  étant  l'axe  irrégu- 


li 


1er  ,«;/^. 


/-/  /  ri  "  t' 

f^'^wx.yz.uv,  J  wx-,        ^lyz 

concourantes  en  B,^,,.^;;. 


^h-xwi 


\9yxi 
\9zxi 


ol^^yx 


aQiTui      ifl'wt'i      \^ui 


alis'nés. 


Les  ensembles  déduits  de  cette  texture  spéciale  fondamentale  coïn- 
cident donc,  aux  notations  numériques  près,  avec  les  ensembles 
(M'dinaires  déduits  de  la  texture  des  pascales. 

4"  La  texture  spéciale  fondamentale  ^.^h^  déduite  de  l'ensemble 
irrégulier  inférieur  ^F,  et  la  texture  spéciale  fondamentale  Q-fi^ 
déduite  de  l'ensemble  irrégulier  inférieur  -«,  sont  unies. 


ISous  devons  montrer  que  ^.^h^n^,-!  droite  de  jonction  de  3!^^^  et 
de  Oziiv-,  est  unie  à  ^-HJ.^.,  point  de  concours  de  ji|^/^  et  de  g'xY~\ 
c'est-à-dire  que  les  trois  droites  ^-'hl^,,  ji^i^',  S'xyz  sont  concou- 
rantes. 


•2*XY  » 


.Hi,,, 


iÇxy 
J  uv 


X^^xyi       ^xy.wz 

alignés  sur  iç^^. 


La  droite  de  jonction  des  deux  derniers  points  -H"'  et  B.^.^  ^,3  du 
second  tableau  étant  i^J;!,  pour  établir  Fhomologie  des  deux  triangles 
(bi  schéma,  d'où  résulte  la  propriété  énoncée,  il  faut  prouver  que  les 
trois  droites  (oQ^Î^?  iHJ^,),  T^^î;]^,  i^Jl  sont  concourantes.  Désignons 

i3 


BALLY. 
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la  première,  pour  abréger,  par  la  lettre  p. 


O'^iii'}         o'^Th'i  A'-vyz 


,H"' 


alignés  sur  j^'h..,  v- 


Qivz  dm'  -H: 

m'y        2V,i'c,  l"^)- 

l"i;>-7      'Jh'/m'i      Vw'^./'f 
concourantes. 


C.  Q.  F.  D. 


Les  divers  ensembles  déduits  de  la  texture  spéciale  fondamen- 
tale Q.-h  coïncident,  aux  notations  numériques  près,  avec  les  divers 
ensembles  déduits  de  la  texture  spéciale  fondamentale  ^i^H. 

Les  singularités  mentionnées  sont  les  seules  qui  paraissent  se  pré- 
senter, comme  il  semble  résulter  de  nos  tableaux  numériques. 


14.  Nous  allons  maintenant  déduire  de  lensemble  des  droites  de 
Bally  une  texture  ponctuelle  latéralement  reliée  à  elle-même 
(comme  l'est  la  texture  réglée  des  pascales),  et  qui  sera  dite  (bien 
improprement  d'ailleurs)  la  texture  corrélative  de  rang  fondamental 
de  la  configuration.  Elle  engendrera  un  ensemble  d'éléments  ana- 
logues à  ceux  déduits  de  la  texture  des  pascales. 

Les  trois  points  de  Ballj,  ^.ry.zui^zu.vw,  ^vw.xr^  sont  alignés  sur  le 
côté  dxy^zii.i'w  D<^  même,  comme  on  va  le  voir,  les  trois  droites  de 
Ballj  :  bxy.zin  bzu.vw-i  bi'w.xyi  sont  concourantes;  leur  point  de  con- 
cours sera  désigné  par  ^'^y.zui'iv' 


7  y  1  (,,  w  Y 

a  lis; /tés  sur  oh-^^,,,. 


^.o.:«5       ^r.«.i'«'?       t>im,_xy 

concourantes  (en  D^^- ;;„.,,^,). 


c.  Q.  F.  D. 


Il  J  a  i5  points  D',  correspondant  aux  i5  côtés  d  et  jouissant  de 
propriétés  corrélativement  similaires;  les  id  points  D'  ne  sont  pas 
toutefois  les  sommets  d'un  même  hexalalère^  comme  les  droites  d 
sont  les  côtés  d'un  même  hexangle. 

Le  point  de  concours  ^xy.zu  des  deux  côtés  dxz.yu.vw  ^^  dxu.yz.vw 
est  uni  (par  définition)  à  la  droite  de  Ballj  bxy.zw  l^e  même,  les 
deux  points  D;^..^.„.^^,  et  D'^,,..^..^^,,  sont  alignés  avec  le  point  de  Ballj 
^xy.zu\  leur  droite  d'alignement  sera  désignée  par  l'une  des  exprès- 
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igj 


sions  q'^y,,,,,  ^q'fj,  ^q'^y- 

W.cii.yz,       ^.iz.yuy  J 

1  ^  y;    1         1  *-^  vu  1         *^ 


X 


concourantes  en  Gyzw 


f^xz.yut  t>xii.yzi      (^'xy.zu.i>w 

h  A  /7  -  " 


D' 


xit.yz.vwi  ^*xy.zu 

alignés  (sur  q'xy.zu)- 

C.  Q.  F.  D. 


Les  droites  q\  ou  latérales  corrélatives  fondamentales ^  au 
nombre  de  45,  joueront  un  rôle  analogue  à  celui  des  latéraux  fonda- 
mentaux ou  points  diagonaux  Q.  (Les  points  D',  points  de  concours 
de  trois  droites  de  Ballj,  et  les  droites  q\  droites  d'alignement  de 
deux  points  D'  et  d'un  point  de  Ballj,  appartiennent  à  la  configu- 
ration; il  en  sera  de  même  des  ensembles  qui  en  seront  déduits.) 

Revenant  sur  un  sujet  précédent,  nous  avons  dit  sans  y  insister 
(Chapitre  XIII,  6)  que  les  fausses  pascales  des  hexagones  d'un  même 
sous-sjstème  de  Kirkmann  ne  sont  pas  concourantes. 

Autrement  dit,  le  point  de  concours  des  fausses  pascales  A"J^ 
et  AJ^^,  n^ est  pas  uni  à  la  fausse  pascale  /rj^^,  ;  nous  allons  montrer 
qu'il  est  uni  à  la  pascale  oh'^^^.  Ce  point  de  concours,  qui  sera  donc 
un  point  de  la  configuration^  sera  désigné  par  A^^". 


('uw.vz.xyi      ('in'.wz.xyi  Jxy 

('  uw.yv.zx'       ('  ui'.yw.zxi  J  zx 


Qrc. 


Qv...r, 


JCTf  » 

alignés  sur  ohfz' 


G 


^.> 


'^UV.WZ:  ^UW.VZj 

'^iiv.YW)       *^uw.yvt 


^Zll.i'W 

^yu.vw 


1.x 

'^ItV') 


"■HWl  <)"'VW 

concourantes  (en  Ajf(^"). 

c.  Q.  F.  D. 


Désignons  de  même  par  a,y//,' la  droite  de  jonction  des  deux  faux 
kirkmanns  KJ^  et  K;;^„,.  Tout  comme  les  trois  points  Aj/^'/,  A^f", 
et  A^J^"  sont  alignés  sur  une  droite  unie  au  point  de  Steiner  Guvw 
(pascale  /i"^,,),  les  trois  droites  a^^",  <2v(^',  all^'  seront  concourantes 
en  un  point  uni  à  la  droite  de  Cayley-Salnion  gm>w,  point  qui 
sera  désigné  par  H[," ,. 


gyuvi         gxin"!         f^in'.zw 
gyuwi        g.vuwj  f^aw.Zi' 


^yiii  ''.vin  J 

alignés  sur  gxyw 


fy 


K, 


^Ui-, 


^  uv 


^^11  W1  ^^11  W1 


a 


XI  II 

vw   : 


concourantes  (en  Hj/j'j,). 


c.  Q.  F.  D. 
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Montrons  maintenant  que  le  point  H'J^,  est  aussi  le  point  de  con- 
cours des   trois  latérales   corrélatives  fondamentales  g'^,^^,.,^^■,    ç[,^^,.„y') 

Il  suffit  pour  cela  d'établir  que  les  trois  droites  «J/^'S  giww^  ^'xn.vw 
sont  concourantes  : 


^iiv.yz-)      Sxuv 
^uw.yzi      §XHw 


'^yz's  J-'  ^  xii 

alignés  sur  byz.vw 


'^iivi         ''wt'i           '-^  uv.xw.yz 

**^«HM        J«u'5          ^uw.xv.yz 

^XlU              rr                       n' 

^vw  •)       ëuvwi       y  xu.vw 

concourantes  (en  H'"^^,), 

C.  Q.   F. 

D 

Les  45  droites  q'  sont  donc  les  latércdes  fondamentales  d^une 
texture  fondamentale  ponctuelle  H'  ou  qH',  latéralement  reliée 
à  elle-même  et  ayant  pour  ossature  la  configuration  des  droites 
de  Cayley-Salmon. 

Cette  texture  est  unie  à  une  texture  réglée  \h\  ayant  pour  ossature 
la  configuration  des  points  de  Steiner.  11  suffit  de  montrer  que  deux 
quelconques  des  trois  points  qH'J^,,  qH'jJ^,^,  oH';^^^,  sont  alignés  avec  le 
point  de  Steiner  G^yz  (sur  une  droite  qui  sera  désignée  par  \h'^.S)  : 


B 


XV. UW) 


B 


H: 


tw.uvt 

Hx 


L'  xu. 


vw.yz 


r,XW 


^f  n'.j; 
concourantes  en  iD;J^^'. 


^  XW.UVt         ([  XV. uw 

gxuvi  gxiiwi 


H'r 


H'; 


alignés  (sur  \h'f,-). 


Gfj- 


C.  Q.  F.  D. 


Toutes  les  propriétés  établies  pour  la  texture  des  pascales  et  celles 
qui  s'en  déduisent  s'appliquent  à  la  texture  qH'  et  à  celles  qui  s'en 
déduisent;  cette  identité  s'étend  jlisqu'aux  propriétés  spéciales  aux 
ensembles  des  premiers  rangs  déduits  des  pascales  :  telle  la  propriété 
des  premières  latérales  d'être  unies  aux  latéraux  fondamentaux,  ou  la 
propriété  des  points  de  Depaz  de  premier  rang  d'être  unis  aux  pas- 
cales. Tous  les  théorèmes  établis  au  Chapitre  AT II  peuvent^  en 
efjéty  être  répétés. 


15.  Observation  I.  —  Résumons  ici,  en  y  ajoutant  un  ou  deux 
points,  les  principaux  caractères  de  la  configuration  des  pascales. 

L'ensemble  des  60  pascales  se  divise  en  six  figures  polaires  :  x^  y^ 
^,  a,  (^,  (V,  dont  les  sommets  sont  les  60  kirkmanns. 
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D(mx  quelconques  de  ces  six  ligures,  soit  x  et  >',  peuvent  se  décom- 
poser chacune  en  un  quadrangle  et  un  quadrilatère /•^'ci/?ro^t<e5  <i«/i5 
cette  figure^  soit  (H^^',  A-J)  et  (H^,  A^),  de  telle  sorte  que  les  deux 
quadrangies  (H^,  H^.),  ainsi  que  les  deux  quadrilatères  (A^^  A^), 
soient  raccordables. 

11  y  a  un  troisième  quadrangle  H.ry  de  kirkmanns  dont  les  sommets 
appartiennent  respectivement  à  chacune  des  quatre  autres  figures 
polaires  z^  m,  c,  tp,  et  un  troisième  quadrilatère  Aa:j  de  pascales  dont 
les  côtés  appartiennent  aussi  respectivement  à  chacune  de  ces  quatre 
autres  figures  et  y  sont  respectivement  réciproques  des  sommets  du 
précédent  quadrangle,  tels  que  ce  quadrangle  soit  simultanément  rac- 
cordable  avec  chacun  des  deux  premiers  et  que  ce  quadrilatère  soit 
simultanément  raccordable  avec  chacun  des  deux  premiers. 

L'axe  de  raccordement  commun  des  trois  quadrilatères  deux  à  deux 
raccordables  (A:^,  AJ,  hxy)  est  l'axe  de  Steiner-Pliicker  y'^p^  ;  il  cor- 
respond univoquement  au  trilatère  T^j,  qui  est  à  la  fois  membre 
diagonal  commun  aux  quatre  hexagones  admettant  pour  pascales  les 
côtés  du  troisième  quadrilatère  et  pour  kirkmanns  les  sommets  dn 
troisième  quadrangle,  et  membre  de  structure  commun  aux  huit 
hexagones  admettant  pour  pascales  les  côtés  des  deux  premiers  qua- 
drilatères et  pour  kirkmanns  les  sommets  des  deux  premiers  qua- 
drangies. Les  quatre  points  de  concours  des  quatre  triples  de  côtés 
homologues  de  ces  quadrilatères  sont  les  points  de  Steiner  unis  à 
cet  axe  de  Steiner-Pliicker. 

Le  centre  de  raccordement  commun  des  trois  quadrangies  deux 
à  deux  raccordables  (H^'^,  H;^,  H^j),  correspondant  univoquement  au 
même  trilatère  Txyt  est  le  centre  de  Salmon  J^j.  Les  quatre  droites 
de  jonction  des  quatre  triples  de  sommets  homologues  de  ces  qua- 
drangies sont  les  quatre  droites  de  Caylej-Salmon  unies  à  ce  centre 
de  Salmon. 

Un  remarquable  caractère  simultané  de  l'axe  dé  Steiner-Pliicker 
et  du  centre  de  Salmon  correspondant  à  un  même  trilatère  est  le  sui- 
vant : 

IJ axe  est  la  polaire  trilinéaire  du  centre  relativement  au  trila- 
tère correspondant  comm^un. 

Cette  proposition  résulte  de  nos  tableaux  numériques.  Pour  l'éta- 
blir, il   faut   montrer  (mais  nous  n'avons  pu  jusqu'ici  construire  le 
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schéma  démonstratif  correspondant)  que  les  deux  points  de  concours 
des  deux  paires  de  droites 

(projections  de  Ja^y  par  deux  sommets  du  trilatère  T.ry  sur  ses  côtés 
opposés)  sont  alignés  avec  le  point  de  Ballj  Bzu.i'w  (trace  deyr^^urle 
troisième  côté  dxy.zu.vw  du  trilatère). 

Les  trois  quadrangles  (H^,  H^,  ^xy)  ont  même  quadrilatère  de 
raccordement  deux  à  deux  (quadrilatère  simultanément  et  polaire- 
ment  inscrit  à  chacun  de  ces  quadrangles)  :  c'est  précisément  le  troi- 
sième quadrilatère  Jixy  Chacun  des  six  sommets  de  ce  dernier  est  un 
point  diagonal  commun  à  trois  côtés  deux  à  deux  homologues  de  ces 
quadrangles.  lesquels  sont  deux  pascales  et  une  première  latérale. 

Le  quadrangle  de  raccordement  des  quadrilatères  h^  et  AJ  est  le 
quadrangle  d'éléments  de  premier  rang  inférieur  -H;^).,  qui  a  pour 
triangle  conjugué  le  trilatère  Txy  Le  quadrangle  de  raccordement  de 
h^  et  de  hxy  est  le  quadrangle  H^,  réciproque  de  h^.  dans  leur  com- 
mune figure  polaire  x  (quadrangle  simultanément  et  polairement 
circonscrit  aux  deux  quadrilatères  envisagés).  De  même,  le  qua- 
drangle de  raccordement  des  quadrilatères  AJ  et  Itxy  <?st  le  quadrangle 
de  kirkmanns  HJ. 

Observons  enfin  que  les  deux  quadrilatères  h^.  et  AJ  sont  non  seu- 
lement, comme  il  a  été  dit,  raccordables  par  l'axe  de  Steiner- 
Plûcker  yVr^  mais  qu'ils  sont  en  réalité  quadruplement  raccoi- 
dableSj  car  ils  se  raccordent  en  outre  par  chacun  des  trois  côtés  du 
trilatère  Txy  Exemple  : 

h^  I    h^'  h^  h^'  h^ 

'*'►        "ys>  "'yu}  yv)  "nv 

h^      W  h?  h^  h^ 

"x  I    "-xiii  ''-xzy  ''^xwi  '^xv 


^xu.yzi       ^xz.yu^       V.c»'.jc?       *<-<^^'.J"h' 

alignés  sur  dxy.zu.vw 


Obsf:rvation  IL  —  A  chaque  côté  dxy.zu.vw  de  l'hexangle  sont  unis 
trois  paires  de  points  diagonaux,  qui  sont  chacune  une  paire  de  som- 
mets de  l'un  des  trois  trilatères  T^j,  T^m,  T,.„,,  et  trois  points  de 
Bally,  traces  respectives  des  trois  axes  de  Steiner-Pluckerya-^^y-unyinv. 
Soit  ^zu.vw  la  trace  sur  ce  côté  de  la  droite  de  Bally  bzu.vwj  c'est- 
à-dire  la  projection  du  centre  de  Salmon  Jxy  par  le  sommet  du  trila- 
tère Txy  extérieur  à  ce  côté  ;  à  ce  côté  sont  unis  trois  points  P. 
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Le  couple  de  sommets  de  chaque  trilatère  unis  à  ce  côté  est  liav- 
monique  au  couple  formé  de  la  trace  B  de  laxe  de  Stelner- 
Plucker  et  de  la  projection  P  du  centre  de  S almon  correspon- 
dants à  ce  trilatère^  ainsi  qu'au  couple  des  deux  autres  points  B. 

La  piemit're  partie  de  la  proposition  résulte  de  ce  que  l'axe  de 
Steiner-Pliicker  est  la  polaire  trilinéaire  du  centre  de  Salmon  relative 
au  trilatère  envisagé,  et  la  deuxième  de  ce  que  les  droites  qui  unis- 
sent le  sommet  (extérieur  au  côté)  de  l'un  des  trilatères  aux  deux 
points  B  non  correspondants  sont  deux  premières  latérales  harmo- 
niques au  couple  de  côtés  de  l'hexangie  unis  à  ce  point. 

Observation  111.  —  Les  divers  quadrangles  de  points  des 
diverses  textures  ordinaires  ou  non  relatifs  aux  quatre  hexagones 
d'un  même  quadruplet  d'isodiagonaux  W.rr  sont  deux  à  deux  rac- 
cordables  par  le  m.ême  centre  de  Salmon  J^^;  le  quadrilatère  de 
raccordement  de  deux  quelconques  d^entre  eux  est  le  quadri- 
latère des  fausses  pascales  :  /rj.^.,  A"^^.,  /r^^,  A|^'^. 

Car  :  i*^  chaque  sommet  de  chacun  de  ces  quadrangles  est  uni 
à  Tune  des  quatre  droites  de  Gajlej-Salmon  qui  concourent  au  centre 
mentionné;  et  2"  chaque  côté  de  chacun  de  ces  quadrangles  est  une 
latérale  unie  à  l'un  des  six  points  de  Ballj  qui  sont  les  sommets  du 
quadrilatère  mentionné. 

On  verrait  de  niême  que  les  divers  quadrilatères  de  droites  des 
diverses  textures  réglées  ordinaires  ou  non,  relatifs  à  ce  même  qua- 
druplet d'isodiagonaux,  sont  deux  à  deux  raccordables  par  l'axe  y  ^^-, 
leur  quadrangle  commun  de  raccordement  étant  le  quadrangle  des 
faux  kirkmanns  K^.^.,  K'J^.,  KJJ,^.,  K^^. 

Observation  IV.  —  Nous  devons  au  moins  une  mention  aux  droites 
de  jonction  de  deux  points  diagonaux  qui  sont  les  côtés  des  triangles 
conjugués  des  quadrangles  de  V hexangle  (telle  la  droite  de  jonc- 
tion des  points   (^xy.zu  et  Q^xy.vw)- 

Ces  droites  sont  les  polaires  des  points  diagonaux  relatives  à  la 
conique  circonscrite  à  V hexangle^  et  leur  ensemble  jouit  de  pro- 
priétés corrélatives  de  celles  de  Vensennble  des  points  diagonaux. 


APPENDICE. 

NOTES  DU  CHAPITRE  XIII. 


(1)  Le  caractère  pascalien  d'un  hexangle  est  équivalent  à  l'un  des  trois 
autres  caractères  suivants  : 

1°  Xj,  Xj,  Z,  A,  B,  C  étant  les  sommets  de  l'hexangle,  et  Xi,  x^  deux 
droites  arbitraires  unies  à  Z,  les  traces  respectives  sur  x^  et  x^  des  deux  tri- 
plets  radiés  Xi(ABC)  et  X2(ABG)  sont  perspectives. 

■î"  Sur  un  côté  AB  de  l'hexangle,  les  deux  sommets  A,  B,  de  ce  côté,  et  deux 
paires  de  traces  de  deux  paires  de  côtés  opposés  du  quadrangle  GDEF 
des  quatre  autres  sommets,  peuvent  être  considérés  comme  les  trois  paires  de 
traces  des  trois  paires  de  côtés  opposés  d'un  même  quadrangle,  ei  l'on  dit 
alors  que  ces  trois  paires  de  points  alignés  forment  une  involution  (théo- 
rème secondaire  de  Desargues). 

R,  S,  T,  étant  les  trois  points  diagonaux  principaux  de  l'hexagone  pasca- 


lien ABCDEF  (R,  uni  à  AB,  est  la  trace  du  côté  opposé  DE),  soient 
{fig.  i,XIII)  U,  V,  W  les  traces  respectives  sur  AB  des  côtés  CD,  EF,  et  de  la 
diagonale  principale  CF.  Les  couples  (U,  V)  et  (R,  W)  sont  deux  paires  de 
traces  de  deux  paires  de  côtés  opposés  du  quadrangle  CDEF,  et  les  trois 
couples  (U,  V).  (R,W),  (A,  B)  sont  les  paires  de  traces  des  paires  de  côtés 
opposés  du  quadrangle  GFST. 

3°  Les  polaires  trilinéaires  {la  polaire  trilinéaire  d'un  point  relative  à  un 
triangle  est  Vaxe  dliomologie  de  ce  triangle  et  du  triangle  des  projections 
du  point  faites  par  chaque  sommet  du  premier  sur  son  côté  opposé)  des 
sommets  d'un  triangle  de  l'hexangle,  relatives  au  triangle  complémentaire, 
sont  concourantes. 
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{Voir,  par  exemple,  pour  la  propriété  corrélative,  l'Ouvrage  précédent  du 
même  auteur  :  Unicursales  de  troisième  classe^  Chap.  IV,  1,  p.  64.) 

(2)  Deux  triangles  homologiqiies  définissant  (  Volume  suivant)  une  récipro- 
cité polaire  où  ces  deux  triangles  sont  polaires  réciproques,  à  chaque  hexa- 
gone Vf;  de  l'hexangle  est  attachée  une  réciprocité  polaire  R^^,  où  ses  deux 
trilatères  de  structure  sont  polaires  réciproques. 

(■*)  L'hexagone  qui  a  pour  triangles  de  sommets  alternés  les  trilatères  de 
structure  d'un  hexagone  pascalien  est  donc  un  hexagone  de  Brianchon,  et 
son  point  de  Brianchon  (point  de  concours  des  diagonales  principales)  est  le 
point  de  Steiner  du  semi-système  opposé  à  celui  du  premier  hexagone.  On  voit 
aussi  que  la  pascale  d'un  hexagone  Vy^  et  le  point  de  Steiner  du  semi-système 
opposé  sont  polaires  réciproques  dans  la  réciprocité  Rf-  attachée  à  cet  hexa- 
gone (axe  et  centre  d'homologie  de  ses  trilatères  de  structure). 

(*)  On  a  donc  six  nouvelles  réciprocités  polaires  :  R.t,  Rj,  R-,  R„,  R^,,  R»;. 
La  pascale  et  le  kirkmann  de  tout  hexagone  du  système  (:r)sont  polaires  réci- 
proques dans  la  réciprocité  R^. 

(5)  L'hexagone  Vf^  étant  représenté  par  l'hexagone  ABCDEF  {fig.  2,  XIII), 


les  deux  triangles  de  pascales  h^^'l  et  hi^^.  envisagés  dans  la  démonstration  sont 
les  triangles  XZV,  YUW,  que  forment  les  diagonales  secondaires  de  V hexa- 
gone XYZUVW  qui  a  pour  côtés  les  diagonales  secondaires  a,  h,  c,  d^  e,  / 
du  premier. 

Les  droites  qui  joignent  les  sommets  opposés  du  second  (diagonales  princi- 
pales) sont,  d'après  la  démonstration,  les  pascales  des  trois  hexagones 
séparés  du  premier.,  et  sont  concourantes  au  kirkmann  de  ce  premier. 

Le  second  est  donc  un  hexagone  de  Brianchon  qui  a  pour  point  de  Brian- 
chon le  kirkmann  du  premier. 

Donc,  deux  triangles  complémentaires  d'un  hexangle  pascalien  sont 
deux  trilatères  complémentaires  d'un  hexalatère  brianchonien,  propriété 
qui  s'énonce  d'ordinaire  :  Si  deux  triangles  sont  inscrits  à  une  conique^ 
ils  sont  circonscrits  à  une  conique,  et  réciproquement. 
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Cette  propriété  peut  s'établir  encore  en  observant  que  si  deux  triangles  ont 
pour  sommets  respectifs  (A,  B,  G),  (D,  E,  F),  et  pour  côtés  respectifs  (a,  6,  c) 
(d,  e,f),  l'involution  déterminée  sur  l'axe /par  les  paires  de  côtés  opposés  du 
quadrangle  ABCF  et  l'involution  radiée  déterminée  au  centre  F  par  les  paires 
de  sommets  opposés  du  ([naâr'ilnièvc  abcf,  sont  perspectives.  Si  donc  le  couple 
(  D,  E)  appartient  à  l'involution  ponctuelle  de/,  cas  dans  lequel  Vhexangle 
des  six  sommets  est  pascalien  (théorème  secondaire  de  Desargues),  le  couple 
(û?,  e),  issu  de  V,  appartiendra  à  l'involution  radiée  de  centre  F,  et  l'hexalatère 
des  six  côtés  sera  brianchonien  (réciproque  du  corrélatif  du  même  théorème). 

Ainsi  qu'on  le  verra  au  Volume  suivant,  deux  tels  triangles  sont  aussi  âfewir 
triangles  autopolaires  d'une  même  réciprocité  polaire. 

Aux  lo  paires  de  triangles  complémentaires  de  l'hexangle,  c'est-à-dire  aux 
ïo  systèmes  de  Steiner,  correspondent  lo  coniques  \xyz.uvwi  chacune  inscrite 
à  deux  triangles  complémentaires,  et  lo  réciprocités  de  Steiner  R.ijr,«(^iv,  cha- 
cune conjuguée  à  deux  tels  triangles. 

Deux  quelconques  des  coniques  inscrites  I  ont  en  évidence  deux  tangentes 
communes,  car  si  l'on  considère  deux  paires  arbitraires  distinctes  de  triangles 
complémentaires,  chaque  triangle  d'une  paire  a  toujours  un  unique  côté 
commun  avec  un  seul  triangle  de  Vautre  paire  (autrement  dit,  deux  hexa- 
gones quelconques  du  même  hexangle  ont  toujours  deux  diagonales  secon- 
daires communes  non  unies  à  un  même  sommet  de  l'hexangle),  et  ces  deux 
droites  communes  aux  deux  paires  sont  les  deux  tangentes  communes  en 
question. 

Ces  deux  droites  forment  aussi  un  couple  de  cordes  communes  aux  deuN 
réciprocités  de  Steiner  respectivement  conjuguées  aux  deux  triangles  de  l'une 
et  de  l'autre  de  ces  deux  paires  de  triangles. 

Car  les  deux  involutions  portées  par  une  même  de  ces  deux  droites,  et  res- 
pectivement conjuguées  à  l'une  et  à  l'autre  de  ces  réciprocités,  se  confondent 
toutes  deux  avec  l'involution  déterminée  sur  cette  droite  par  le  quadrangle 
des  quatre  sommetsde  l'hexangle  extérieurs  à  cette  droite. 

Le  kirkmann  d'un  hexagone  pascalien  est  aussi  le  pôle  de  la  pascale 
de  cet  hexagone  dans  la  réciprocité  de  Steiner  conjuguée  aux  deux 
triangles  de  diagonales  secondaires  de  cet  hexagone. 

Il  suffit  d'observer  que,  dans  la  réciprocité  envisagée  et  conjuguée  aux  deux 
triangles  AGE,  BDF  (même  figure  2,  XIII),  l'hexagone  pascalien  ABGDEF  a 
pour  polaire  réciproque  l'hexagone  brianchonien  abcdef  qui  a  pour  point  de 
Brianchon  le  kirkmann  du  premier. 

Une  réciprocité  de  Kirkmann  R.^  et  une  réciprocité  de  Steiner  R.r)  ^•«i'iv  ont 
en  évidence  une  commune  paire  d'éléments  réciproques  ^savoir  le  kirkmann 
et  la  pascale  de  V hexagone  V-^^,  commun  aux  deux  systèmes  correspon- 
dants (de  Kirkmann  et  de  Steiner). 

(6)  La  droite  de  Gayley-Salmon  d'un  semi-système  steinérien  est  donc  la 
polaire  du  point  de  Steiner  de  ce  semi-système  dans  la  réciprocité  de 
Steiner  correspondant  à  ce  système. 
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C^)  La  propriété  d'un  point  de  Steiner  d'être  uni  à  la  droite  de  Cayley- 
Salmon  du  semi-système  opposé  est  équivalente,  d'après  la  note  précédente  C^) 
à  celle-ci  : 

Théorème  A.  —  Les  deux  points  de  Steiner  d'un  même  couple,  c^esl-à-dire 
appartenant  à  deux  semi-systèmes  opposés^  sont  conjugués  dans  la  réci- 
procité de  Steiner  correspondant  à  leur  système  (conjuguée  aux  deux 
triangles  complémentaires  correspondants  de  l'hexangle). 

Les  deux  points  de  Steiner  d'un  même  couple  jouissent  encore  d'autres  pro- 
priétés. 

Tiiéorh:me  B.  —  Deux  points  de  Steiner  d'un  même  couple  sont  conjugués 
à  la  conique  circonscrite  à  l'hexangle. 

Le  centre  d'homologie  de  deux  trilatères  de  structure  de  l'hexagone  132465 
(côtés  en  trait  plein  sur   la  figure  3,  XIII)  étant  au  point  de  concours  des 

Fig.  3,  XIII. 


S' 


droites  MR  et  NS  (droites  de  jonction  non  tracées  sur  la  figure  de  sommets 
homologues  des  deux  paires  de  sommets  M,  N  et  R,  S  de  ces  trilatères),  et  son 
point  de  Steiner  étant  au  point  de  concours  des  droites  XY  et  UV  {non tracées 
sur  la  figure,  pascales  des  deux  autres  hexagones  146323  et  142563  du  même 
semi-système  steinérien  que  le  premier),  il  faut  montrer  que  la  polaire  du 
premier  point,  par  exemple,  relative  à  la  conique  circonscrile,  est  unie  au 
second. 

Les  points  M,  N,  R,  S  ont  pour  polaires  respectives  les  droites  M'V,  IS'U, 
R'X,  S'Y  (car,  par  exemple,  M'  et  V  sont  les  deux  autres  points  diagonaux 
du  quadrangle  inscrit  1653  qui  a  un  point  diagonal  en  ÎNl). 

W  étant  le  poini  de  concours  des  deux  premières  droites  M'V  et  N'U  (et 
par  conséquent  le  pôle  du  côté  56  qui  porte   les  pôles  M  et  M  de  ces  droites), 
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et  Z  étant  le  point  de  concours  des  deux  dernières  R'X  et  S'Y  (pôle  du  côté  23), 
nous  devons  établir  que  la  droite  de  jonction  des  centres  des  deux  paires 
(ÎM'V,  R'X)  et  (N'U,  S'Y)  (polaire  du  centre  dliomologie  des  trilatères 
de  Vhexagone  132465)  est  unie  au  centre  de  la  paire  (XY,  UV),  ou  que  les 
centres  de  ces  trois  paires  sont  alignés,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux 
triangles  WUV,  ZYX  formés  par  ces  droites  sont  homologiques,  ou  que  WZ  est 
unie  au  centre  O  de  la  paire  (UY,  VX). 

Or  WZ,  unissant  les  pôles  des  côtés  a6  et  23,  est  la  polaire  du  point  de 
concours  de  ces  côtés,  lequel  est  conjugué  du  point  O  (ces  deux  points  étant 
deux  points  diagonaux  du  quadrangle  inscrit  S6iio.  c.  Q.  F.  d. 

Théorème  G.  —  La  droite  de  jonction  de  deux  points  de  Steiner  opposés 
porte  aussi  les  centres  polaires,  relatifs  à  laconique  circonscrite^  des  deux 
triangles  complémentaires  caractéristiques  du  système^  et  ces  deux  paires- 
de  points  sont  harmoniques. 

(Le  centre  et  l'axe  polaires  d'un  triangle  relatifs  à  une  conique  sont  le 
centre  et  l'axe  d'homologie  de  ce  triangle  et  du   triangle  polaire  réciproque.) 

Nous  allons  recourir  à  une  figure  déjà  mentionnée  (Ghap.  î,  §  IV,  2),  et 
considérer  les  deux  triangles  de  sommets  alternés  communs  aux  six  hexa- 
gones d'un  système  de  Steiner  comme  les  traces  respectives  de  deux  triplets 
de  droites  d'un  même  plan  quaternaire  (uni  au  plan  ternaire  de  l'hexangle), 
où  deux  droites  d'un  même  triplet  sont  non  incidentes,  deux  droites  de 
triplets  distincts  étant  incidentes. 

Soient  (da^  d/„  de)  et  (t,-,  tj^  t/^)  ces  deux  triplets  de  droites.  Un  sommet  de 
l'hexangle  sera  désigné  par  la  lettre  S,  affectée  de  l'indice  de  la  droite  (d  ou  t) 
qui  a  sa  trace  en  ce  point.  Nous  désignerons  le  point  d'incidence  et  le  plan 
d'incidence  d'une  droite  d  avec  une  droite  t  par  les  lettres  respectives  Z  et  t, 
affectées  de  la  combinaison  binaire  des  indices  attachés  à  ces  droites. 

Les  6  droites  (d^  t)  forment  9  quadragones  gauches  dont  les  18  diagonales 
peuvent  se  grouper  soit  en  6  triangles,  soit  en  6  trièdres. 

Par  exemple,  les  trois  diagonales  luail-bi-,  7ji,j2.ck-,  "t^ckT^ai  forment  un 
triangle  qui  a  pour  sommets  Z^a,  Z^,,,  Z/^y,  tandis  que  Xo.wx'i  opposées  (i) 
^-'uj'^bi^  l'biil'cj-)  l'ci'^aki  forment  un  trièdre  qui  a  pour  faces  opposées  à  ces 
arêtes  :  X^ck-,  ^ai,  ^hj  {fg-  4)  XIII  :  droites  <:/,  t  seules  tracées). 

Gomme  le  plan  de  chaque  triangle  est  uni  aux  centres  des  trois  trièdres 
auxquels  appartiennent  respectivement  les  trois  diagonales  que  contient  ce 
plan,  on  voit  que  les  plans  des  six  triangles  et  les  centres  des  six  trièdres  se 
répartissent,  les  uns  en  deux  triples  de  plans  coaxiaux,  les  autres  en  deux 
triples  de  points  alignés,  les  axes  des  deux  triples  de  plans  n'étant  autres 
d'ailleurs  que  les  supports d^?,  deux  triples  de  points. 

Soient  gi  et  g^  ces  deux  droites,  à  la  fois  supports  des  centres  des  six 
trièdres  et  axes  des  plans  des  six  triangles. 

La  trace  d'une  diagonale  précédente  ^aiT^hj  sur  le  plan  de  l'hexangle  donné 

(')  Nous  qualifions  ^'opposées  deux  diagonales  d'un  même  quadragone. 
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est  le  point  de  concours  des  côtés  S^Sy  et  S/,  Si  de  l'hexangle,  car  cette  dia- 
gonale est  commune  aux  plans  ^aj  et  Ç/,,  qui  ont  pour  traces  ces  côtés.  Le 
plan  du  triangle  Zat'LbjT-ck  contient  donc  les  trois  centres  des  trois  paires  de 
droites  .-(SaSy,  S/S^,),  (SyS^.,,  S^^S/^-),  (S^S/,  S k^ a),  points  diagonaux  prin- 
cipaux de  l'hexagone  SaSyS^.S/S/;SA,  et  a  pour  trace  la  pascale  de  cet 
hexagone. 

Fig.  4,  XITI. 
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Les  pascales  des  six  hexagones  tels  que  le  précédent,  qui  ont  pour  triples 
de  sommets  alternés  (S^,  S^;,,  S^),  (S/,  Sy,  S/^.),  forment  donc  deux  triples  de 
droites  concourantes  aux  traces  des  droites  gi  et  go^  traces  qui  sont  les 
deux  points  de  Steiner  du  système  de  ces  hexagones. 

Les  deux  droites  g\,  g^_  sont  polaires  réciproques  relativement  à  la 
quadrique  Q  qui  porte  les  six  droites  {d,  t),  car  à  chaque  centre  d'un  trièdre 
uni  à  l'une  correspond  le  plan,  uni  à  l'autre^  des  trois  diagonales  respecti- 
vement opposées  à  celles  du  trièdre,  deux  diagonales  opposées^  c'est-à-dire 
d'un  même  quadragoné,  étant  d'ailleurs  polaires  réciproques  relalivement  à  la 
quadrique  Q  des  droites  (<:/,  t)  {^). 

Les  deux  autres  paires  d'arêtes  opposées  du  tétraèdre  des  quatre  points 
d'incidence  des  droites  ^i  et  g-i  sur  la  quadrique  Q  sont  donc  formées  :  l'une 
de  deux  génératrices  de  la  semi-quadrique  Q^;  qui  porte  les  droites  d,  l'autre 
de  deux  génératrices  de  la  semi-quadrique  Q^  relative  aux  droites  t, 

On  voit  aisément  que  ce  couple  de  génératrices  de  Q,/,  par  exemple,  est 
formé  des  droites  doubles  (imaginaires)  de  V homographie  cyclique  binaire 
de  troisième  ordre  définie  sur  cette  semi-quadrique  Qd  par  le  cycle 
(du,  dh,  de). 

Considérant  en  effet  les  trois  droites  d  et  deux  des  droites  ?,  soit  ti  et  tj, 


(^)  On  retrouve  donc  celte  propriété  que  les  deux  points  opposés  de  Steiner 
(traces  des  droites  g^  et  g^)  sont  conjugués  à  la  conique  (trace  de  la  quadrique  Q) 
circonscrite  à  riiexani^le. 
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les  six  diagonales  dés  trois  quadragones  de  ces  droites  se  partagent  en  deux 
triples 

(Z^„-Z/,y,     Z(0,Z^.y,     Z<./Z«y),  (Za/Z^,y,     Z/,/Zay,     Z  ^./ Z /^y  )  , 

où  deux  droites  d'un  même  triple  sont  non  incidentes,  ces  deux  triples  déter- 
minant deux  semi-quadriques  (non  complémentaires)  Qi  et  Q2  {fig-  5,  XIII; 
diagonales  premier  triple  seules  tracées). 


Fig.  5,  XIII. 
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Les  deux  droites  ^1,  g^^  chacune  incidente  à  trois  diagonales  d'un  même 
triple,  appartiennent  :  la  première,  par  exemple  à  la  semi-quadrique  Q'j,  con)- 
plémentaire  de  Q,,  et  la  seconde,  à  la  semi-quadrique  Q.,,  complémentaire 
de  Q2. 

Q'i  et  Q^  ayant  deux  génératrices  communes  ti  et  tj,  leurs  complémentaires 
Qi  et  Qrf  auront  aussi  deux  génératrices  communes,  unies  aux  points  d  inci- 
dence^ sur  la  quadrique  Q  de  la  droite  gx,  et  qui  sont  donc  les  deux  géné- 
ratrices que  nous  cherchons  à  caractériser. 

Or,  une  génératrice  de  Q,/  et  une  génératrice  de  Qi,  unies  à  un  même 
point  I  de  ^/,  rencontrent  tj  aux  points  J,/  et  Ji,  tels  que  : 

L'ait^bi  '^ci  '^  ^^aj  ^bj  ^cj  ^d  j      ^ai  ^bi^ci  I  ^  '-^bj^cj  ^a.j  ^  !• 

Four  que  les  points  J^/  et  Ji  se  confondent,  ce  qui  entraîne  la  coïncidence 
des  génératrices  envisagées,  il  faut  donc  que 

Zay  Z/;y  L(.j  J  f/  Z   L(,j  Lf.j  Laj  Jf/l 
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relation  qui  définit  ia  comme  un  élément  double  de  l'homographie  cyclique 
déterminée  sur  tj  par  le  triple  (Z^y,  Z/,y,  Z^y)  (  ^), 

Les  éléments  doubles  d'une  homographie  binaire  peuvent  être  caractérisés 
par  une  involution  dite  attachée  à  cette  homographie,  et  dont  les  divers 
couples  sont  formés  chacun  d'un  élément  arbitraire  et  de  Vhannonique  de 
cet  élément  relatif  au  couple  de  son  transformé  et  de  son  antitr  ans  formé 
par  V homographie  binaire. 

En  particulier,  les  éléments  doubles  de  l'homographie  cyclique  de  troisième 
ordre  définie  par  un  cycle  de  trois  éléments  sont  caractérisés /?«/•  Vinvolution 
où  se  correspondent  chacun  de  ces  trois  éléments  et  son  harmonique 
relatif  au  couple  des  deux  autres. 

Sur  le  plan  de  l'hexangle,  l'homographie  cyclique  relative  au  triplet  de 
génératrices  de  Q^/,  par  exemple,  détermine  sur  la  conique  circonscrite  à 
l'hexangle  une  homographie  cyclique  définie  par  le  triple  de  sommets  (S^, 
^h,  S^);  l'involution  attachée  sur  cette  conique  à  cette  homographie  a  pour 
centre  le  point  de  concours  des  trois  droites  qui  joignent  cbacun  de  ces  trois 
sommets  à  son  harmonique  (sur  la  conique)  relatif  au  couple  des  deux  autres, 
c'est-à-dire  des  trois  droites  dont  chacune  est  unie  à  un  sommet  du 
triangle  S^S^S^^etest  conjuguée  du  côté  opposé.  Ce  point  est  donc  le  centre 
polaire  du  triangle^  et  Vaxe  de  l'involution  envisagée  (polaire de  son  centre) 
est  Vaxe  polaire  du  triangle. 

L'axe  polaire  du  triangle  SaS/,S<j  est  donc  la  corde  de  jonction  {'*)  des 
traces  des  deux  génératrices  (imaginaires)  de  Ç^a  auxquelles  sont  inci- 
dentes les  deux  droites  g. 

Conclusion.  —  Sur  un  plan  arbitraire,  les  triplets  initiaux  {da,  db-,  d^) 
et  {ti^  tj,  tjc)  ont  pour  traces  deux  triangles  SaS/,S^.  et  S^SyS/,  inscrits  à  une 
même  conique,  trace  de  la  quadrique  Q  qui  porte  les  six  droites  {d,  t). 

Le  tétraèdre  des  points  d'incidence,  sur  la  quadrique,  des  droites  gs.  et  g^ 
correspondant  à  la  paire  de  triplets  {d,  t).,  a  pour  trace  un  quadrilatère  qui  a 
deux  sommets  opposés  (traces  des  deux  droites  g)  aux  points  de  Steiner  cor- 
respondant à   la  précédente   paire   de   triangles.   Le  quadrangle  des  quatre 

(3)  Les  deux  paires  de  droites  (^,,  g^)  et  {g\^  ^^  ),  relatives  à  un  même  triple  (f/„, 
f/^,  d^)  de  Q,j  et  à  deux  triples  distincts  {t-,  t-,  t^)  et  {f-  t'j,  t'^)  de  Qf,  appar- 
tiennent à  une  même  semi-quadrique^  propriété  due  à  ce  que  les  quatre  droites  g 
rencontrent  deux  mêmes  génératrices  de  Q;^  et  que  deux  droites  g  d'une  même  paire 
sont  polaires  réciproques  relativement  à  Q. 

(^)  Celle  des  deux  droites  g  qui  est  unie  au  plan  de  l'un  des  six  triangles  pri- 
mitifs de  diagonales,  tels  que  y^ai'^'hj'^'c^i  ^st  l'axe  polaire  de  ce  triangle  relatif  à  la 
conique  de  section  de  la  quadrique  Q. 

Car  la  trace  de  g  sur  Z^-Z,, ,  par  exemple,  est  le  point  de  concours  commun  aux 
trois  diagonales  Z^-Z,,.,  Z,,iZ,..,  Z,..Z„j,  c'est-à-dire  la  trace,  sur  la  première,  du  plan 
des  deux  autres,  lequel  est  le  plan  !:,.^.  des  droites  d^  et  ij,  plan  tangent  à  la  qua- 
drique Q  en  Z^.^;  cette  trace  de  la  droite  j§^  sur  le  côté  du  triangle  envisagé  se  confond 
donc  avec  la  trace  de  la  tangente,  au  sommet  opposé,  à  la  conique-section  de  Q. 
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autres  sommets  de  ce  quadrilatère  (traces  des  deux  paires  de  génératrices 
maginaires  des  seiiii-([aa'lriqiies  Q</  et  Q^)  est  inscrit  à  la  conique  circons- 
crite aux  deux  triangles  et  deux  côtés  opposés  de  ce  quadrangle  inscrit 
(joignant  cIuuhim  respeclivenieut  les  traces  de  deux  génératrices  imaginaires 
d'une  mêjiie  paire)  sont  les  axes  polaires  de  ces  trianf(les  relatifs  à  la 
conique  circonscrite. 

Relativement  à  la  conique  circonscrite  les  centres  polaires  (■tant  les  pôles 
des  axes  polaires,  le  théorème  se  ramène  donc   à  cette  proposition   évidente  : 

«  Les  pôles  de  deux  côtés  opposés  d'un  quadrangle,  relatifs  à  une 
conique  circonscrite  à  ce  quadrangle,  sont  unis  à  la  droite  de  jonction 
des  deux  points  diagonaux  de  ce  quadrangle  auties  que  le  point  de  con- 
cours des  côtés  envisagés,  et  ces  deux  couples  de  points  sont  harmoniques.  » 

c.   y.    K.   D.  (5). 

Donn»>ns  aussi,  bien  qu'il  ne  concerne  plus  les  points  de  Steiner,  le  théo- 
rème suivant,  en  corollaire  des  précédents. 

TiiÉonÈMK  D.  —  Si  l'on  considère  les  triangles  conjugués  d'une  réci- 
procité polaire  R,  qui  sont  inscrits  à  une  conique  C  (  harmoniquement  cir- 
conscrite à  R),  et  par  conséquent  circonscrits  à  une  conique  I  (harmoni- 
quement inscrite  à  R,  et  polaire  réciproque  de  G  relative  à  R)  :  i"  les  centres 
polaires  K^  de  ces  triangles,  relatifs  à  la  conique  circonscrite  G,  décri- 
vent une  conique  (K^. )  du  faisceau  pcmctuel  (R,  G),  tandis  que  leurs  a.res 
polaires  ki,  relatifs  à  la  conique  inscrite  I,  touchent  une  conique  (A7) 
du  faisceau  tangentiel  (R,  I);  2*^  les  centres  polaires  K/,  relatifs  à  I,  dé- 
crivent une  conique  (K/)  du  faisceau  ponctuel  ((1,  I),  tandis  que  les  axes 
polaires  A*^,  relatifs  à  G,  touchent  une  conique  (A"<^)  du  faisceau  tangentiel 
(G,  I)(«). 

1°  Les  centres  polaires,  relatifs  à  G,  de  deux  quelconques  de  ces  triangles, 
étant  alignés  avec  les  deux  points  de  Steiner  définis  par  ces  deux  triangles 
complémentaires  dans  un  même  hexangle  ptascalien,  et  étant  harmoniques 
à  ces  deux  points  de  Steiner,  appartiennent  à  une  même  conique  (K^O  du 
faisceau  ponctuel  (R,  G),  puisque  (Théorèmes  A  et  B)  ces  deux  points  de 
Steiner  sont  simultanément  conjugués  à  K  et  à  C 

Gorrélativement,  les  axes  polaires,  relatifs  à  I,  touchent  une  conique  (/"/) 
du  faisceau  tangentiel  (R,  I),  conique  polaire  réciproque,  relative  à  R,  de  la 
conique  (Kf.)  décrite  parles  centres  précédents.  c.  q.  f.  d. 

{'"}  On  peut  reprocher  à  cette  démonstration,  quoique  intéressante,  de  n'être  pas 
linéaire.,  alors  que  les  élémenis  envisagés  dans  l'énoncé  du  théorème  sont  linéaire- 
m.ent  déterminables. 

Si  le  lecteur  possède  ou  trouve  une  démonstration  linéaire  et  directe  du  présent 
théorème,  analogue  à  celle  du  Théorème  B,  nous  lui  serions  très  reconnaissant  qu'il 
eût  l'obligeance  de  nous  la  communiquer. 

(^)  Au  Volume  suivant  (Chap.  XIV),  il  sera  donné,  de  la  première  partie  de  ce 
Théorème  D,  une  autre  démonstration,  indépendante  des  propriétés  des  points  de 
Steiner. 

BALLY.  lA 
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1^  L'axe  polaire  kc  relalif  à  G  louche  alors  une  conique  {k^)  polaire  réci- 
proque de  (Kf)  relative  à  Ç,  appartenant  donc  au  faisceau  taiigentiel 
déterniiné  par  G  et  la  peintre  réciproque  d  R  relative  à  G.  Désignons, 
conformément  à  la  notation  usitée  dans  la  théorie  des  transformations, 
par  GRG  et  RCR  les  polaires  réciproques  de  R  relativement  à  C  et  de  G 
relativement  à  R.  Le  faisceau  tangentiel  auquel  appartient  (kf,)  est  le  fais- 
ceau (G,  GRG);  la  conique  RGR  n'est  autre  que  la  conique  I,  et  nous  devons 
montrer  que  le  faisceau  tangentiel  (G,  GRG)  coïncide  avec  le  faisceau  tan- 
gentiel (G,  I),  c'est-à-dire  que  les  trois  coniques  G,  GRC,  RGR,  appartiennent 
à  un  même  faisceau  tangentiel. 

Les  deux  faisceaux  tangentiels  (G,  GRG)  et  (R,  RGR),  déterminés  par 
chacune  de  deux  coniques  quelconques  G,  R,  et  la  polaire  réciproque  de 
Vautre  relative  à  la  première^  sont  respectivement  inscrits  à  chacun  des 
deux  quadrilatères  de  tangentes  à  la  conique  correspondante  (G  ou  R)  en  ses 
points  d'incidence  avec  l'autre  conique  (R,  ou  G).  Ils  ont  donc  une  conique 
commune,  celle  qui  touche  les  huit  tangentes  aux  deux  coniques  R  et  G  en 
leurs  points  d'intersection,  et  qui  est  définie  comme  ïenveloppe  des  droites 
qui  rencontrent  les  coniques  R  e;  G  en  deux  couples  harmoniques. 

Dans  le  cas  actuel,  la  conique  G  étant  circonscrite  à  des  triangles  conjugués 
à  R,  les  droites  qui  satisfont  à  cette  condition  sont  les  côtés  de  ces  triangles^ 
qui  enveloppent  évidemment  la  polaire  réciproque  RGR  de  G  relative  à  R, 
c'est-à-dire  la  conique  I,  laquelle  est  donc  la  conique  commune  aux  deux 
faisceaux  tangentiels. 

Gorrélativement,  le  centre  polaire  K/  relalif  à  I  décrit  une  conique  (K/)  du 
faisceau  ponctuel  (G,  I),  polaire  réciproque  de  {ki)  relativement  à  I  et  de  {kf.) 
relativement  à  R. 

(8)  Une  question  se  pose  naturellement  ici  :  A  quoi  peuvent  correspondre 
les  six  autres  décompositions  de  l'ossature? 

Ajoutons,  pour  compléter  ce  qui  a  trait  à  la  configuration  d'ossature,  qu'à 
chaque  ^(3,  6)  de  la  configuration  est  attaché  un  triangle,  trace  de  la 
cubique  gauche  circonscrite  à  Ihexangle  gauche  susceptible  d'avoir  pour 
trace  la  ,^(3,  6). 

F^ar  exennple,  pour  la  ^  (3,  6)  des  droites  de  Gayley-Salmon,  aux  cinq  points  J 
dont  les  combinaisons  binaires  contiennent  un  même  indice  donné  corres- 
pond la  conique  circonscrile  à  leur  pentangle;  aux  six  valeurs  que  l'on  peut 
donner  à  cet  indice  correspondent  six  coniques  qui  sont  toutes  circonscrites 
à  un  même  triangle,  trace  de  la  cubique  gauche  précédente,  ces  coniques 
étant  elles-môtnes  les  traces  des  cônes  du  second  ordre  qui,  ayant  leur  centre 
en  l'un  des  sommets  de  l'hexangle  gau(îhe,  en  contiennent  les  cinq  autres 
sommets. 

De  même,  les  six  coniques  qui  touchent  chacune  cinq  droites  y  affectées 
d'un  même  indice,  sont  toutes  inscrites  à  un  même  triangle. 


ADDITIONS  ET  CORRECTIONS 

A  L'OUVRAGE  PRÉCÉDENT  DU  MÊME  AUTEUR  : 

Géométrie  synthétique  des  unicursales  de  troisième  classe 
et  de  quatrièm,e  ordre. 


CHAPITRE  I. 

Page  I,  ligne  3  en  remontant,  au   lieu  de   ou   direction,  lisez  ou    direc- 
trice; ligne  2  en  remontant    au  lieu  de  rayon  (infini),  lisez  (rayon   infini). 
Page  9,  avant  dernière  ligne,  au  lieu  de 


R.2 

X2  ~ 

-  ^ 

'  Xl  ' 

X2  ~ 

'l 

lisez 


Mais  il  vaut  mieux  supposer  que  les  rayons  des  deux  générateurs  soient 
affectés  du  signe  positif  ou  négatif,  suivant  que  leurs  contacts  sur  la  glissière 
sont  directs  ou  inverses;  les  s  disparaissent  alors  des  formules,  qui  con- 
viennent aux  deux  cas  hypo  ou  épi. 

Pages  i3-i8,  supprimer  les  figures  3  et  4,  en  les  remplaçant  par  V unique 
figure  I,  que  l'on  complétera  en  prenant  les  points  A|  et  A2,  diamétralement 
opposés  du  point  traçant  A  sur  chacun  des  deux  générateurs  qui  portent 
ce  point^  et  alignés  avec  le  centre  commun  0  du  directeur  et  de  la  glis- 
sière. Les  traces  respectives  p,  a  de  leur  droite  de  jonction  OA1A2  sur  la  nor- 
male et  sur  la  tangente  en  A  sont  les  extrémités  du  segment  de  courbure 
et  du  segment  rectifiant. 

On  peut  alors  remplacer  la  dernière  moitié  de  la  page  i5.  et  les  pages  16  et  17 
par  ce  qui  suit  : 

Sur  la   figure  ainsi  complétée  se   lit  immédiatement  le   théorème  suivant  : 

Théorkmi:.  —  Le  rayon  de  courbure  et  le  segment  rectifiant  sont 
harmonique  ment  divisés,  le  premier  par  le  directeur,  le  second  par  la 
glissière. 

Car  les  segments  interceptés  sur  la  normale  par  le  directeur  et  sur  la  tan- 
gente par  la   glissière   sont   projetés   du  centre   O    par  un  même  couple   de 
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rayons  OGiEiIj,  OG2E2IJ,  côtés  du  parallélogi^amme  articulé  OGjAGj, 
et  le  rayon  de  courbure  et  le  segment  rectifiant  sont  aussi  simultanément 
projetés  du  centre  O  par  un  même  couple  de  vayons  harmonique  au  pre/nier 
(diagonale  OA  du  parallélogramme  articulé  et  parallèle  OAi  Aj  à  Vautre 
diagonale  GiGj). 

Corollaire.  —  Les  longueurs  ps  du  rayon  de  courbure  au  sommet  et  ay 
du  segment  rectifiant  en  un  rebroussement  sont  donc  celles  de  deux 
segments  dont  le  premier  divise  harmonique  nient  un  diamètre  du  direc- 
teur et  a  une  extrémité  sur  la  glissière^  le  second  ayant  une  extrémité 
sur  le  directeur  et  divisant  harmoniquement  un  diamètre  de  la  glissière. 

Ces  segments  sont  donc  déterminés  par  les  formules 

ps.Rr=  crv.Rô=  Rf  —  Rs  =  4R1R2. 

Ils  se  déterminent  d'ailleurs  immédiatement  sur  la  même  figure  i  (com- 
plétée) par  cette  remarque  : 

«  Sur  le  rayon  uni  au  centre  O  du  directeur  et  au  centre  (Gi  ou  Gg)  de 
Vun  des  générateurs  portant  le  point  traçant  k^  le  segment  intercepté  par 
la  tangente  en  A  et  sa  parallèle  issue  du  centre  de  courbure  correspon- 
dant r normale  à  la  développée)  est  égal  (en  vertu  de  la  projectivité  de  la 
division  harmonique)  au  rayonde  courbure  principal  ps,  tandis  que  le  seg- 
ment intercepté  par  la  normale  et  sa  parallèle  issue  du  pied  d'incidence 
normale  de  la  tangente  sur  la  développante  est  égal  au  segment  rectifiant 
principal  ay.  » 

Le  rayon  de  courbure  (pa)  et  le  segment  rectifiant  {^k)  au  point  A  étant, 
d'après  cette  remarque,  les  projections  or(/io^07i«/e5  sur  la  normale  et  la  tan- 
gente de  deux  segments  portés  par  le  rayon  uni  aux  centres  du  directeur  et 
d'un  générateur  (par  exemple,  le  rayon  OGi),  segments  respectivement  égaux 
au  rayon  de  courbure  principal  ps  et  au  segment  rectifiant  principal  ay, 
on  a,  en  désignant  par  n  et  t  les  angles  (complémentaires)  du  rayon  envisagé 
avec  la  normale  et  la  tangente  en  A  : 

p^^rrrpgCOSn,  aA=(TvCOS/ 

Page  18,  ligne  18,  lisez 

vv  ^ 

8  R5 


^-ïï^^^i-^?)- 


Page  '1-1^  ligne  14,  au  lieu  de  VH  =  —  3,  lisez  VH  =  3. 

Page  23,  Classe  des  Cycloïdes  algébriques: 

Comme  on  l'a  déjà  dit  (2),  les  extrémités  des  arcs  d^un  générateur,  qui  ont 
même  origine  au  point  traçant  A,  et  dont  les  amplitudes  sont  représentées 
par  l'expression  générale 

..  R6 
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décrivent  toutes  la  même  trajectoire  que  le  point  A;  les  tangentes  en  ces  points 
sont  toutes  unies  au  contact  du  générateur  envisagé  sur  la  glissière,  et  forment 
en  ce  point  un  faisceau  régulier. 

Si  les  rayons  R^  et  Rg  sont  entre  eux  comme  les  nombres  premiers  entre 
eux  mi  et  n,  les  points  précédents  sont  au  nombre  de  mi  (y  compris  le  point  A), 
et  sont  les  sommets  d'un  rriy-  gone  régulier  inscrit  au  générateur  envisagé, 
et  décrivant  tous  la  même  trajectoire.  En  considérant  successivement  un  même 
poim.  de  la  glissière  comme  le  contact  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  généra- 
teurs, on  voit  qu'à  ce  point  sont  unis  deux  faisceaux  réguliers  de  m^  et  de 
nii  tangentes.  La  classe  de  la  courbe  est  donc  égale  à  m^  4-  m?,  ou  encore  au 
nombre  n  des  rebroussements,  dans  le  cas  de  l'hypocycloïde,  ou  à  ce  nombre 
n  augmenté  du   plus  petit  des  nombres  mj,  ma,  dans  le  cas  de  l'épicycloïde. 

CHAPITRE  II. 

Page  4i)  sur  la  figure  lo,  au  lieu  des  lettres  r  et  r',  lisez  y  et  y'. 
Page  44?  ligne  6,  au  lieu  de  Car  pour  une  translation,    lisez  Car  par  une 
translylion. 

CHAPITRE  III.. 

Page  49,  sur  la  figure  ii,  à  l'intersection  de  l'axe  ROS  et  de  la  droite  APC, 
rétablir  la  lettre  T  (mal  imprimée). 

Pages  53,  dernière  ligne,  et  54»  première  ligne,  au  lieu  de  chacune  de 
trois,  ellipses,  lisez  chacune  de  trois  ellipses. 

Page  55,  lignes  5-6,  au  lieu  de  du  contact  sur  le  cercle  inscrit,  lisez  du 
contact  de  cette  conique  sur  le  cercle  inscrit. 

Page  57,  après  la  ligne  8,  ajouter  ceci  : 

Transportées  à  l'hypocycloïde,  les  propriétés  précédentes  se  transforment 
ainsi  : 

i"  La  tangente  à  l'hypocycloïde  en  un  point  A  est  une  direction  asympto- 
tique  de  l'hyperbole  équilatère  circonscrite  aux  rebroussements  et  qui  passe 
en  A.  Le  centre  O  et  cette  direction  asymptotique  d'une  part,  le  point  A  et  le 
quatrième  point  d'incidence  de  cette  hyperbole  sur  le  cercle  circonscrit  d'autre 
part,  sont  deux  couples  de  points  harmoniques  sur  cette  hyperbole 

2°  Si  trois  coniques  K^;,  K^,  K^,  circonscrites  aux  rebroussements,  sont  tan- 
gentes à  l'hypocycloïde,  et  si  B.^,  By,  B^  sont  les  quatrièmes  points  de  ren- 
contre de  ces  coniques  deux  à  deux  (Ba:,  commun  à  Kj  et  à  K-,  etc.),  les  trois 
points  B  sont  alignés  (car  leurs  inverses  sont  les  sommets  d'un  triangle  de 
trois  tangentes  au  cercle  inscrit,  lequel  triangle  est  inscrit  à  une  conique  cir- 
conscrite aux  rebroussements,  ces  deux  triangles  étant  circonscrits  au  cercle 
inscrit). 

Aa;,  Ay,  A^  étant  les  contacts  respectifs  des  coniques  K  sur  l'hypocycloïde, 
les  trois  coniques  Car,  Cy,  G^,  circonscrites  aux  rebroussements  et  respective- 

14. 
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ment  unies  chacune  à  un  point  A  et  au  point  B  de  même  indice,  sont  con- 
courantes (au  point  inverse  du  centre  polaire  du  triangle  des  tangentes  au 
cercle  inscrit,  droites  inverses  des  coniques  K). 

Si  les  tangentes  à  rhypocycloïde  en  A^,  Aj,  A^  sont  concourantes,  leur 
point  de  concours  se  confond  avec  le  point  de  concours  des  trois  coniques  C. 
Une  hyperbole  équilatère  circonscrite  aux  rebroussenients  et  passant  aux 
deux  points  d'incidence  sur  Vhypocycloïde  d'une  tangente  en  un  point  K 
(soit  h-x)  passe  au  point  B^. 

Page  58,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  qui  touche  le  directeur  en  F). 
lisez  qui  touche  le  directeur  en  G). 

CHAPITRE  IV 

Page  64,  ligne  8  du  texte,  au  lieu  de  centre  O,  lisez  centre  P. 

Page  65,  ligne  i3,  au  lieu  de  par  l'homologie  harmonique  décentre  O,  lisez 
par  l'homologie  involutive  de  centre  X^. 

Page  69,  ligne  5,  au  lieu  de  l'homologie  harmonique,  lisez  l'homologie 
involutive. 

Page  70,  ligne  7  en  remontant,  au  lieu  de  réciprocité  S^  où  se  correspondent, 
lisez  réciprocité  S^  conjuguée  à  Xi  XjXs  et  où  se  correspondent. 

Page  75,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  et  l'on  posera,  lisez  ou  l'on 
posera  ;  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  v  =1,  lisez  v  =  i. 

Page  77,  ligne  28,  au  lieu  de  inscrites  ou,   lisez  inscrites  au. 

Page  81,  ligne  i4,  I^e  dernier  facteur  de  cette  ligne,  au  lieu  de 

(U-h  V  +  W4-9W) 
est 

(U-+-V-+-W  — 9W). 
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